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পশ্চিমবঙ্গ মধ্যশিক্ষা পর্যৎ কর্তৃক উচ্চ মাধ্যমিক এচ্ছিক গণিত (Elective 
Mathomatics)-4 পাঠম্থচী অস্থ্সারে একাদশ শ্রেণীর ছাত্র-ছাত্রীদের জন্য লিখিত 
এই পুস্তকখানি প্রকাশিত হইল | 

Эбет গণিতের মান সম্বন্ধে পশ্চিমবঙ্গ মাধ্যমিক শিক্ষা পর্বতের নির্দেশ 
যে ইহার প্রশ্নপত্র ইন্টারমিডিয়েট গণিত পরীক্ষার প্রথম প্রশ্নপত্র 
(First Paper) এর সহিত সমমানের হইবে। সেদিকে দৃষ্টি রাখিয়াই পুস্তকথানি 
লিখিত হইয়াছে। 

এই পুস্তক প্রণয়নে অধ্যাপক কে, পি. বস্তু মহাশয়ের “ইন্টারমিডিয়েট 
এল্জেবরা” পুস্তক অবলম্বন করিয়া ‘বীজগণিত’ অংশ লিখিত হইয়াছে | আমার 
প্রিয় ছাত্র এবং need) সিটি কলেজের (দক্ষিণ শাখার ) গণিতাধ্যাপক 
প্রমান অজিতকুমার vm, এম. এস্‌-সি. পুস্তক প্রণয়নে আমাকে যথেষ্ট সাহায্য 
করিয়াছেন, তাহার সাহায্য ব্যতীত এই কাধ্য আমার পক্ষে হয়ত সম্ভবপর , 
হইত না। 
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SYLLABUS FOR THE HIGHER SECONDARY 
ELECTIVE MATHEMATICS 
CLASS XI 


Algebra : 


Theory of Quadratic Equations and Expressions; Permutation 
and Combination; Binomial Theorem for positive integral index. 


Elementary idea of sum of an infinite series in connection 
with infinite geometric series; The use of the expansion of (1+ z)" 
where z is fractional or negative (proof for the establishment of 
this expansion is not required but the restriction on the value of 4৮ 
should be known); Definition of е as an infinite series; Direct 
application of the series for e”, loge(1+4) (proofs for the 
establishment of these series are not required but restrictions on 
the values of x, if any, should be known). 

Acquaintance with graphs of x" (m a positive integer), 
log, 2, e. 


Trigonometry : 
Graphs of simple trigonometric functions. 


Trigonometric equations and general values; Inverse Circular 
Functions. 


Relation between sides and angles of a triangle; In-radius, 
circum-radius and area of a triangle; Practical solution of a triangle 
with the help of logarithms; Simple problems of heights and 
distances, 


Co-ordinate Geometry : 


Circle; Chords, Tangents, Normals and elementary proper- 
ties connected with them; Parabola, Ellipse, Hyperbola referred 
to their principal axes; Analytical treatment of these curves in 
respect of (1) the focus and the directrix properties, (2) tangents 
and normals and elementary properties connected with them, 
(3) centre and diameter (Note—Discussion should always be 
restricted to rectangular Cartesian co-ordinates). 
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eer EDITI 
feats সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব 


(Theory of Quadratic Equations and Expressions) 


1.1. নবম শ্রেণীর পাঠ্যপুস্তকের অষ্টম অধ্যায়ে দ্বিঘাত সমীকরণের 
সমাধান-প্রণালী সম্বন্ধে বিস্তৃত আলোচনা করা হইয়াছে । বর্তমান অধ্যায়ে 
Sar সমীকরণ ও রাশিমাল! বিষয়ক বিভিন্ন তত্বের আলোচন! করা হইবে। 

মনে রাখিতে হইবে সকল দ্বিধাত সমীকরণকেই আবশ্তকমত সরলীকরণ ও 
পক্ষাত্তরকরণ-প্রক্রিয়! দ্বার! az + br + a = 0 আকারে প্রকাশ কর! যায় বলিয়া 
az? + br + c= 0 কে দ্বিঘাত সমীকরণের সাধারণ রূপ বলা হইয়া থাকে | 

12. কোন fears mre Bean wet 
Da afars পাত্রে = (A quadratic equation cannot 
have more than two roots) š 

যদি সম্ভব হয়, মনে কর সমীকরণটির ছুইএর অধিক, ধরা যাক, তিনটি 
পরস্পর বিভিন্ন বীজ আছে। বীজ তিনটি a, 9 ও % হইলে, ইহাদের প্রত্যেকটির 
দ্বারাই সমীকরণটি সিদ্ধ হইবে। অতএব, 


aa? + ba + c = 0 sz Mud Е 

ap? +08 +с=0 y. 31. T (2) 

ay? +by+c=0 vee v.s m (3) 
(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া, 


ala? — B°) + bla — B)= 0, 
বা, (a — Biala + B) +b] = 0. 
এখন, ৭ এবং в পরস্পর বিভিন্ন বলিয়া, a – 8 {9 হইতে পারে না; 


2. da B) 4b 0, sti RU 
এইরূপে, (1) এবং (3) হইতে, 
аа +7)+Ь=0. s м un 
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(9 হইতে (5) বিয়োগ করিয়া, 
a(B-»)-0; > = @ 
লিন AE аы LA 2° এর 
নহগ а শূন্য হইতে পারে না) 


с. В-7=0, বা, B=; 

কিন্তু ৪ ও y পরস্পর বিভিন্ন বলিয়া কল্পনা কর] হইয়াছে; সুতরাং, ইহা 
কল্পনা-বিরুদ্ধ । আবার, সিদ্ধান্ত কল্পনা-বিরোধী fW) যে কল্পনার উপর এই 
সিদ্ধান্তটি প্রতিষ্ঠিত তাহ! ভ্রমাত্বক | 

অতএব, দ্বিধাত সমীকরণের দুইএর অধিক পরস্পর বিভিন্ন বীজ থাকিতে 
পারে না। 


অনুসিদ্ধান্ত। অজ্ঞাত রাশিটির তিনটি বিভিন্ন মান দ্বার! কোন দ্বিঘাত 
সমীকরণ সিদ্ধ হইলে সমীকরণটি একটি অভেদ. (identity) হইবে (অর্থাৎ 
সমীকরণটি উহার অজ্ঞাত রাশির সকল সসীম মান দ্বারাই সিদ্ধ হইবে )। 
এস্থলে, উপরের (6) হইতে, B-y শূন্য নয় বলিয়া, а=0. আবার (4) 
অথবা (5) হইতে, а=0 বলিয়া, b=0, এবং (1), (2) বা (8) হইতে, a=0, 
৮-০ বলিয়া, с=0. অতএব, এক্ষেত্রে সমীকরণটি 
0.07 +0.0+0=0 
রূপ প্রাপ্ত হয়। স্পষ্টই, ইহা 44 যে-কোন সসীম মান দ্বারাই fm | 
উদ্দাহরণ 1. Is 910৮-)(৫-৮)+(৮-2)(৫-৮)+(১-০)(১-৫) 
7 (a — b)? + (g-a)? + (z — b)* an equation or an identity ? 
সমান еце 1а 6 দক্ষিণ পক্ষস্থিত দ্বিঘাত রাশিমালা দুইটিতে + এর 
পরিবর্তে তিনটি বিভিন্ন মান a, b ও 0 বসাইলে, বাম পক্ষ দক্ষিণ পক্ষের সমান 
হয় বলিয়া, উহ! z এর সকল সসীম মান দ্বারাই সিদ্ধ হইবে । অতএব, উহা. 
একটি অভেদ। 
Bai. 2. Н(р-в)9+(р-5)#=9(р-о)®, 
(৫-০)*+(৫-)*2(৫-০)% 
(r-a)? + (৮ -৮)১-90৮-০)%, 
show that, (s = a)? +(s-b)* = 9(s— c)*. 


(z-a)? + (z - 5)" =9 (z — 0)? সমীকরণটি বিবেচনা করা ATF 1 


farts সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব ° 


সরল করিলে দেখা যায় যে, সমীকরণটি একটি দ্বিঘাত সমীকরণ, এবং প্রদত্ত 
x তিনটি হইতে বুঝা যাইতেছে যে, সমীকরণটি দ্বিঘাত হইলেও উহ p, q, r 
তিনটি মান দ্বার! সিদ্ধ; অতএব, ঘমীকরণটি একটি অভেদ, অর্থাৎ উহা z এর 
যে-কোন মান দ্বারাই সিদ্ধ হইবে । অতএব, দমীকরণটিতে т=з বসাইয়া, 

(s-a)? + (s — b)* = 92 (s — c)*. 

1.3. fas cce নীজ্তদ্রস্সের “f; 
AZAP (Nature of the roots of a quadratic: Discriminant) 2 

বাস্তব এবং মূলদ সহগযুক্ত সাধারণ আকারের দ্বিঘাত সমীকরণ ar’ + be 
+с=0 এর বীজ দুইটি হইতেছে 


-b+ Jb? – 4ас এবং elke w/b? — 4ac. 
2a 2a 


অতএব, 
(1) b? – 400 ধনাত্মক হইলে, বীজ দুইটি বাস্তব এবং অসমান হইবে; . 
(2) ৮২-4০ পূর্ণ বর্গ হইলে, বীজ দুইটি মূলদ এবং অসমান হইবে; 
আর ধনাত্মক কিন্ত পূর্ণ বর্গ না হইলে, বীজ দুইটি অমূলদ এবং অসমান হইবে; 
(3) ৮*-4০০ শূন্য হইলে, বীজ দুইটি বাস্তব এবং সমান হইবে; 
(4) b? -4৫০ ঝণাত্মক হইলে, বীজ দুইটি কাল্পনিক এবং অসমান হইবে। 
সমাধান না করিয়া কেবলমাত্র 08 400 রাশিটির মান নির্ণয় করিয়াই 
бгз সমীকরণের বীজের প্রকৃতি নির্ণয় করা যায় বলিয়া, b? — 4ac কে RIS 
সমীকরণটির ARAF (discriminant) বলা হয়। 
উদ. 1. Examine the roots of the equation 2z* * 7z 4=0. 
এক্ষেত্রে নিবপক = ৪ —4.9(-4)- 494 39-81. 
81 একটি পূর্ণ বর্গ বলিয়া, বীজ দুইটি বাস্তব এবং অসমান । 
©]. 2. Examine the roots of the equation 2z* —9z + 80. 
এক্ষেত্রে নিরূপক = ( — 9)° - 4.2.8=81-64=17. 
17 পূর্ণ বর্গ নহে বলিয়া, বীজ দুইটি বাস্তব, অমূলদ এবং অসমান। 
80|. 3. Examine the roots of the equation 3z* -4z-* 20. 
«emus faa = 4° - 4.3.9=16-24= - 8. 
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-8 এর বর্গমূল কাল্পনিক (imaginary) বলিয়া, বীজ দুইটি কাল্পনিক এবং 
অসমান | 

Gr. 4, For what value of m, will the two roots of the 
equation z* _ 2(5 + 2m)z + 3(7 + 10m) = 0 will be equal ? 


“T Calcutta, 1936 ] 
বীজ দুইটি সমান বলিয়! নিরূপকের মান শুন্য হইবে 1 
এখন, নিরূপক = Í — 9(5 + 9m)]° ~ 4.8(7 + 10m) 
= 4(5 + 2m)? — 4.3(7 + 10m) = 4(4m* — 10m + 4) 
= 8(9m° — 5m + 2) = 8(2m — 1)(m— 9). 
s. বীজ দুইটি সমান বলিয়া, 
8(2m - 1(m- 2) =0 ; ©. m=2 41$. 


ersten 1 


[ অন্তরপ উল্লেখ না থাকিলে নিয়লিখিত প্রশ্নসমূহে a, b, с প্রভৃতি অক্ষরগুলির প্রত্যেকটিকে 
বাস্তব ধরিতে হইবে। ] 


1. Examine the roots of the following equations : 


(1) 32? + 20x — 19 - 0. (2) 85° — 8x9 — 0. 
(3) x? + 52+4=0. (4) 4z* - 192 9— 0. 
(5) - 8 -2+6-0. (6) – 42% +52-8=0. 


(7) z? -9 72 -2-0. [ G. U. 1948] 
(8) 992° + 100== 101. [ A. U. 1921 ] 
2. Show that the equation 32° +72 4+8=9 cannot be satis- 
fied by any real value of 2. 
9. If the equation 4z* — pe + 9 = 0 has equal roots, find p. 
4. For what value of m will the equation 92° + 92+ = 0 
have equal roots ? 
5. If the equation (1+m)e* — 9(1+3m)e + (1+8m)=0 has 
equal roots, find the value of m. 
6. Prove that the roots of the equation (a ~ b + c)z? + 4(a — bz 
+(a-b—c)=0 are real. 
1. (a) If ad=be, show that the roots of the equation 
(a? + c*)z* + 9০৮ + cd)z + (b? + 4৭) = 0 are equal. - 
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(b) If the roots of the equation (a° + 02)9 + 2(be + ad)a+ 
(c? +d*)=0 are real, prove that they are equal. [ Punjab, 1937 ] 
8. Show that the roots of the equation az? +br+c=0 will 
be rational, where a, b, c are rational quantities and a+b+c=0, 
9. Prove that the roots of the equation 
(a — b)z? + 2(a + b)z — (a — b) = 0 are real. 
10. Show that the roots of the equation 
(b - 2c — а)? + (c + 91+ b)z— (a +9b с) =0 
are rational, when a, b, c are rational quantities. 
11. Show that the roots of the equation 
(b c—a)z? + (c-a- b)z (ab - c) -0 
are rational, when a, b, c are rational quantities and a+b+c=0. 
12. Prove that if either c=0, or a° + b? + c? = Заро, the roots 
of the equation (b* — ca)z? _ 9(c* — ab)a + (a? — bc) =0 are equal. 
13. Show that the roots of ono of the equations 
as? + 9bz + a= 0 and bz* + dae + b = 0 
are real, and those of the other are imaginary ; all the four roots 
of the equations cannot be either real or imaginary. 
14. Show that the roots of the equation 
cx? — 9(b — c)z + (4a - 2b +c) =0 
are real or imaginary according as the roots of ат? +02 +с=0 
are real or imaginary. 
15. Show that the roots of the equation z? +pe+q=0 will 


bo rational, if p=k + : » where p, q, k are rational quantities. 


16. Prove that each of the following is an identity : 
(1) ° *(z — BY — o) (2 eX — a) 02-0020) y 
(a-b(a—c) © (b-dib-a) ^ (c—aXc—) 2 
(2) (a+r)? + (bta) _(c+2)? 
(৮-৮)৮-০)*(৮-০)৮-৪) (০-)০- b 


ale — b) — c) , We — ex — a) + ole = a)(z = b). 
9) (a — b)(a — c) az (b — cb — a) ue ac — b) e 


৬ বীজগণিত 


1.4. feats eccl ләт) ও essc 
RAR? 

70)-9%+-৮+০৯০ হইলে, সমীকরণটির ачит সমষ্টি ও গুণফল 
কি হইবে, নির্ণয় কর। 

[1tJ(z)-az?--bz-c-0, find the sum and product of the 
roots. ] ІС: U. 1951 ] 

সাধারণ আকারের দ্বিঘাত সমীকরণ ax? + bz + a= 0 কে সমাধান করিলে, 

-৮+ vee Ga VBT- 476 


26 
বীজদ্বয় পাওয়! যায়। 
মনে কর! যাক, on et с এবং go -৮- ৮১74. 
[2 2a 
\ -b+ / -4ву -৮-১/৮৪-4৫০... -9b_ b. 
К лут, 2a t da m ines 
এবং ав 23 Nial- 0—59 4а) 
4а 
(=b)? -b° – 4ac) _ dac_ o., 
4৫4 4а? а 


অতএব, দেখা গেল যে, 


b x G4 3195 . 
(1) বীজদ্বয়ের সমষ্টি - ৪ = - উর সহগ } 


এবং (2) বীজদ্বয়ের গুণফল = € „ич 


অনুসিদ্ধান্ত | ০০*+৮:+০-০ সমীকরণটিকে at + ১৬+ 2-0 
আকারেও লেখা যায় বলিয়া, উপরের শিদ্ধান্ত দুইটি হইতে অনায়াসেই এই 
সিদ্ধান্ত কর! যায় যে, £ এর সহগ একক (unity) এবং একই পক্ষে লিখিত 
পদবিশিষ্ট ৮০+7১+৭-0 আকারের feats সমীকরণে, 

(1) বীজদ্বয়ের সমষ্টি =পরিবর্তিত চিন্ত x এর FET; 


এবং (2) বীজদ্বয়ের গুণফল »সমীকরণটির পরম (অর্থাৎ স-মুক্ত) 
রাশি। 


facts সমীকরণ ও রাঁশিম।লা-তন্ব 4 


15. ceca Shenfameee 228 е|с=їәтїЇ 
Saeta s 

0) чає সহগ্-বিশিষ্ট fats সমীকরণের একটি বীজ অমুলদ 
হইলে, অপরটি উহার প্রতিযোগী অমুলদ রাশি হইবে। 

মনে কর, US সমীকরণ ৫%*+০+০-0 এর a,b 80 বাস্তব, এবং 
একটি বীজ = 4+ Jn, যাহার m একটি মুলদ রাশি এবং Jn অমূলদ, এবং 
অপর বীজটি= ৪. ; 


সুতরাং, B+m+ Мв 4 e ЖДТ) 

এবং В+ Jn)= 2, a ws (9) 

(1) হইতে, p= - ? L КЕЛД Je ws (3) 
| এখানে ke š —m = একটি মূলদ রাশি] 


', (9) তে в এর মান বসাইলে, 
(k- 47)07+ Jn) = r4 অর্থাৎ, একটি মূলদ রাশি; 


অথবা, km- n + (k — m) Jn একটি মূলদ রাশি; ইহা অসম্ভব, যদি না 

অমূলদ অংশ (k—m) /n = 0 £X I 
n (৮-৮)) dne 0; অতএব, k=, 

ти (3) হইতে, pam- Jn, অর্থাৎ (m + vn) এর প্রতিযোগী অমূলদ 
রাশি। 

(2) বাস্তব সহগ-বিশিষ্ট fears জমীক্রণের একটি বীজ জটিল 
রাশি হইলে, অপরটি উহার প্রতিযোগী জটিল রাশি হইবে। 

মনে কর, az! br cm 0 দ্বিঘাত সমীকরণটির a, b, ০ বাস্তব, এবং 
ইহার একটি বীজ = min, এস্থলে т এবং п বাস্তব এবং $= /-1; এবং 
অপর বীজটি =p. 


wes, B+(m+in)= - b ç be "S 


* Q 


এবং Blm + in) = n 


ы বীজগণিত 
(1) হইতে, p= _ & -m-in-k-in + (8) 


[ এখানে b= - 2 -%/একটি বাস্তব রাশি, 


7 a, b, m প্রত্যেকেই বাস্তব |] 
теті, B এর এই মান (2) তে বসাইলে, 


(k — in)(m + in) = ন ° অর্থাৎ একটি বাস্তব রাখি; 


অথবা, km n* +(k— m) in একটি বাস্তব রাশি; ইহা অসম্ভব, যদি না 

কাল্পনিক অংশ =0 হয়। 
(k-m)i=0; বা, k=m. 

অতএব, (8) হইতে, B=m—in, অর্থাৎ (m+ in) এর প্রতিযোগী জটিল 
রাশি। 

1.6. feats লম্গীকব্রশোল নীজ্তদ্ৰয্ন-সন্লিত еб. 
সম еті (Symmetrical functions of the roots) 2 

কোন দ্বিঘাত সমীকরণের বীজদ্বয়-সম্বলিত রাশিমালায় বীজদ্বয়ের স্থান 
পরস্পর পরিবর্তন করিয়া লিখিলেও রাশিমালাটির মান অঙ্ষু অর্থাৎ পূর্ববৎ 
থাকিলে, রাশিমালাটিকে বীজদ্বয়ের প্রতিসম (symmetrical) রাশিমাল। 
বলা হয়। 


এইরূপ প্রতিসম রাশিমালাকে বীজদ্বয়ের সমষ্টি ও গুণফল-সম্বলিত রাশি- 
মালায় পরিবর্তিত করা যায়। বীজদ্বয়ের সমষ্টি ও গুণফলকে সমীকরণটির সহগ 
দ্বারা প্রকাশ করা যায় বলিয়া, স্পষ্টই এইরূপ রাশিমালার মান সমীকরণটির 
দ্বারা প্রকাশিত হইবে | 
নিয়লিখিত উদাহরণসমূহ হইতে প্রক্রিয়া সুস্পষ্ট হইবে : 
উদ, 1. Ifa and B be the roots of the equation z*-prtq 
= 0, find the values of: š 
O P+ q; Gi) at +e; Gü) a® 6°; Gv) а-в; 
(v) a* — 8? ; (vi) a° — g*. 
99091, a+ B=p এবং aB = q; 
oq 3 585৩5 p. 
SUO পু) Ба 
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(ii) a? + 8* =(a+ )* - 248 =p" – 24; 
(iii) а + B® = (а +B) — SaB(a- B) = p° _ 3ap= p° — Зра; 
(iv) (a 8) + J(a*B)-4ap = + Jp*—4a; 
a > B হইলে, a-B= 4/0240, এবং 
a < В হইলে, a- B= — J| p?-40; 
(v) a? - 8? = (a B(a- B) e p /p*-4a ; (a > B) 
(vi) a° — B® = (а — B)(a + аё + 82) = (a – Ва + 8)* — af} 
= pi -Ag (p° — q) = (p° — q) Jp? 40. 


Gy. 2. Ii a and B be the roots of the equation az? + bz + c 
=0, find the values of each of the following : 
@ ge: 0) паз па та): Gi) (£- AE 
(ро ОЙО 9484 
(aat+b)® (ав + b)° Z 


এস্থলে, a + B= — 5, এবং ap = 2: 


tus 
n নিও 
a 


(ii) (ma + nB)(na + mp) = = тпа? + (m? + n?)aB + mng? 
= mn (a? + 8*) + (m° + n°)ap 


= тп {а + B)? — даб} + (т? + n°)oB 
=m (а + B) + (m — n)*af 


b* с 
= тт gat (m — n)° š 


PN n)*ac ас, 


а 


১০ বীজগণিত 


(iii) [2 i ey e (a? aide = (a+ B) a- В)? 


(98)? Ый, 
et ale-a) 
= (a+ p) {la + 6)" – 48 49100 = U*(b* — 440), 
(aß)? ас? 
а? 


(iv) az? + ba +с=0 সমীকরণটির ৫ একটি বীজ; 


aa*+ba+c=0, 3l, а(аа+Ь)= – о, বা, aa+b=- <; 


a 
আবার ৪ ও 9 সমীকরণটির একটি বীজ; 
aß? -- bB-- c—0, বা, ide aß+b= Teg 
1 


em TEM 


а? —8* (t+?) (a B)* — Заа + p) 
EID d. 6৪ = BON 


(-Sy-as(-*) свз 
IWER OWT [л 8722 = b° — Sabo, 
c? c? 08০৪ 
Ww] 3. If > be the ratio of the roots of the equation 
az? + bz + о = 0, show that (r+ 1)*/r ^ b*/ac. 


মনে কর, সমীরকণটির বীজদ্বয় а ও а, 


atra=— š এবং aras °, 
a a 


ই হা, 
অর্থাৎ (7+ 1)а= = as mie 
EHI 
(7+ 1)%а° 5৪] (r+1)* ৮২, _&£ 
— =s —— বা, — ә x - =—. 
ra с r at с ac 
a 


Bri. 4. Find the condition that the roots of the equation 
az*-bz-c-0, should be (1) equal in magnitude and opposite 
in sign, (2) reciprocals. 


(1) এক্ষেত্রে সমীকরণটির একটি বীজ а হইলে, অপরটি - এ হইবে ; 
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বীজ দুইটির সমষ্টি -৫+(-০)-0, 
বা, - 2-0; s. b=0, নিৰ্ণেয় éd 


(2) এক্ষেত্রে একটি বীজ а হইলে, অন্যটি + হইবে; 
{чч গুণফল ৫. £ =1, 
বা, Ei s. c=a, Во 91 


©]. 5. Find the condition that the equation az? * bz + e= 0, 
should have (1) one root zero, (2) both the roots zero. 


(1) সমীকরণটির একটি বীজ শুন্য হইলে, বীজদ্বয়ের গুণফল =0 ; 
বা, ০-0) .. ০৯০, নিৰ্ণেয় সর্ভ। 


a 
(2) সমীকরণটির দুইটি বীজই শূন্য হইলে, বীজদ্বয়ের সমষ্টি এবং গুণফল 
উভয়ই শুন্য হইবে ; 
- bao, এবং © =0, 
a a 
বা, b-0 এবং ০=0; C. &-০৯০, fica mái 


উদ্দা, 6. Find the condition that the roots of the equation 
04৭4-74-00, should be (1) both positive, (2) both negative, 
(8) one positive and the other negative. 

(1) বীজ দুইটি উভয়ই ধনাত্মক; অতএব, উহাদের সমষ্টি ও গুণফল 
উভয়ই ধনাত্মক, অর্থাৎ, – b/a এবং о/а উভয়ই ধনাত্মক | 


- & ধনাত্মক হইলে, 2 ater হইবে; 
s. ъа বিপরীত feme হইবে। e (i) 
আবার, cla ধনাত্মক হইলে, ০ ও a একই ече হইবে। * (ii) 
(i) এবং (ii) হইতে, а ও ০ এর চিহ্ন একই একই হইবে এবং ইহা b এর 
চিহ্নের বিপরীত হইবে 1 ইহাই নির্ণেয় সর্ভ i 
(9 বীজ দুইটি উভয়ই aas হইলে, উহাদের সমষ্টি থণাত্মক, কিন্তু 
গুণফল ধনাত্মক হইবে। 


১২ বীজগণিত 
7. এক্ষেত্রে, — Ë ANTE এবং E ধনাত্মক | 
- 2 এণাত্মক হইলে, 2 ধনাত্মক হইবে ; a ও b একই ETE হইবে | (i) 


আবার, 2 ধনাত্মক হইলে, a ও ০ একই Бача হইবে | 2e Gi) 


(i) ও (i) হইতে দেখা যাইতেছে যে, এক্ষেত্রে, a, b ও о একই Вече 
হইবে । ইহাই নির্ণেয় 7S | 

(3) বীজ দুইটির একটি ধনাত্মক ও একটি খণাত্মক হইলে, উহাদের গুণফল 
ধণাত্মক হইবে, অর্থাৎ c/a খণাত্মক হইবে । অতএব, a ও c বিপরীত Бете 
হইবে। ইহাই নির্ণেয় সর্ত। 

অধিকন্ত, বৃহত্তর সাংখ্যমানবিশিষ্ট әб ধনাত্মক হইলে, বীজ দুইটির 
সমষ্টি, অর্থাৎ -bla ধনাত্মক হইবে, অর্থাৎ b/a ANAF হইবে, আর ইহা 
ধনাত্মক হইলে বৃহত্তর সাংখ্যমানবিশিষ্ট বীজটি খণাত্মক হইবে | 

অতএব, বৃহত্তর সাংখ্যমানবিশিষ্ট বীজটি ধনাত্মক হইলে, ৮ ও ০ একই 
бете হইবে এবং এই চিহ্ন a র চিহ্নের বিপরীত হইবে; আর que সাংখ্য- 
মানবিশিষ্ট বীজটি খণাত্মক হইলে, & ও b একই BAT হইবে এবং এই 
চিহ্ন o এর চিহ্নের বিপরীত হইবে | 


©]. 7. If one root of the equation ag? +br+c=0 be four 


times the other, show the 40° = 95ac. [ Caleutta, 1940 ] 
সমীকরণটির একটি বীজ a হইলে, অপরটি 4а হইবে; 
e: BEE CE - $5 
৫744 = a বা, 5a Pu (1) 
жой, 4 e qe ius 
এবং ৪. ৫ বা, 4a? © (9) 


(1) হইতে, a= 2; a র এই মান (2) এ বসাইয়া, 


5 


e, CUN AE 
: (= at а 35 95а? a 
বা, 48 E 95% = 95ac 


বিকল্প পদ্ধতি £ (1) এর উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া, aba ~ bs; = (3) 


দ্বিঘাত সমীকরণ ও বাশিমালী-তত্ব ১৩ 


c 
4a* ^a. б eo ac 
* (2 p-a Se x =: 
. @ এবং (8) হইতে, оозе рае ও * ia 
a* 
বা, £=, বা, 46% = бас. 


as" oF 

বিকল্প পদ্ধতি : 0) হইতে, а= - 2; 

এখন, an? + ba + e= 0 সমীকরণটির বীজ а বলিয়া, 
aa*+batc=0, বা, a(-2)’+0(- Z)+e=0, 


pv bs DE be 
বা, এন Bat 570 T asa ba 
বা, ৬2-5? = — 95০০, [উভয় পক্ষ 95০ দ্বারা গুণ করিয়া ] 
বা, -4b*- —95ac, বা, 4° = бас. 
erste 2 


1. Ifa nnd B be the roots of the equation az* +bx+c=0, 
find, in'terms of the coefficients of the equation, the value of : 


(i) a* +B* ; (ii) a*-8* ; (iii) a8 + BE; 
(iv) a^ - 8^ ; (v) а%+ 8°; (vi) а%- B®; 
(vii) ав + Ва; (viii) ав +В%а; (ix) ав +В“ ; 
8 8 

(x) a8 + Ва ; (xi) atp"+pta”; (бш) +P; 
(xiii) atp? 47478) (xiv) ০8094198079 ; 

2 2 2 9 
হোন +Ë; 
буш) 6-55 is) A hs 


(xx) a?+1gq + 09052, 
2. For what value of m will the equation ৫৯ – 25 + 2m)z 
+3(7 + 10m) = 0 have reciprocal roots ? [ Calcutta; 1936 ] 
8. If a and f be the roots of the equation «?+pr+q=0, 
find, in terms of p and q the values of : 
() а +а8+8%: (0) a? +08 +8; (iii) a'ta*p* 484) 
(iv) a ®+87*®; (0) (01৮+2501+8+8)1 
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(vi) a*(at p) *+B7(B+p)* ; 
(vii) a°(a28" 1 В) + 8*(8*a^* _ a). [ Саспа, 1941 ] 
4. (a) If a and f are the roots of the equation z* +pe + q=0, 
find the values of : 
(i) a^? +B" [ Calcutta, 1946 ] ; (ii) a*87* -8*a^? ; 
(iii) (a+ p) * - (8 +p *. 
(D) If а and 8 are the roots of 8০ –62+4=0, find the 


values ot( 3 + S) +a(!2 + 3) +зав. [ Calcutta, 1943 ] 


a a 
5. Ifa and f be the roots of z* _ (1+ k?)z + (1+1 4- 5*) ^ 0, 
show that а? + 82 =}, [ Caleutta, 1909 ] 
6. If a and B be the roots of the equation az?- Wx + a= 0, 
find the value of 
‚Бө ыр ч, 
aa" +c + 28% +o 
7. Ifa, and m, be the roots of the equation z!--mz- m? 
* n* =0, prove that 254772580৪2 + m, * =n2?(9m2 + 3з), 
8. If жү,» be the roots of the equation az*+ba+c=0, 


b? —9ac 


show that сха mpg. and verify this formula by the 


equation 92%. 72+ 3=0. 
9. If a, В and 21519 be the roots of 2° -рг+0=0 and 
a” — y'a q' = 0 respectively, find the values of 
(i) @=a')* + (8 — a) + (a — 8)? + (B — 8')° ; [ Calcutta, 1919] 
(ii) (a— a')(8 — 8^) + (8 - a (a – В). 
10. (а) It one root of the equation 2° — pz +q = 0 be twice the 
other, show that 2p* = 9৫. [ Calcutta, 1937 ] 
(b) Find the condition that the sum of the roots of the 
equation 2° + pz + q =0 may be three times their difference. 


11. (a) If the roots of the equation az*+br+c=0 bear to 
one another the ratio 2 : 3, show that 65* = 95ac. 


[ Calcutta, 1949 ] 
(b) If the roots of the equation az* +ba+c=0 bear to one 
another the ratio 3 : 4, prove that 125 = 49ac. [ Calcutta, 1945] 
12. If one root ofthe equation axz*+br+c=0 be the square 
of the other, prove that b° + ас + ac* == 00০, 


দ্বিধাত সমীকরণ ও রাঁশিমালা-তত্ব ১৫ 
[3Rre: বীজ দুইটির একটি a হইলে, অপরটি ৫৪ হইবে; 


жа + (1) এবং a^a বা, ৫৯ © © (2) 


$ 
এখন, (2) হইতে, a= (2) ; a র এই মান (1) এ বসাইয়া, 


+ 
DRE: 
এখন করণী নিরসন করিলেই নির্ণের ফল পাওয়া যাইবে 1 ] 


13. If one root of the equation 2° + рх + д =0 is the square 
of the other, prove that pë —q(8p—-1)+q?=0. [ Calcutta, 1943 ] 


14. (i) If the roots of læ? + nv + m= 0 be in the ratio р: p, prove 


that rid 4 + HÀ д + Ж; Т =0. [ Caloutta, 1941] 


(ii) Find the relation which exists between a,b, с, when 
the two roots of the equation ак — bz + e = 0 are in the ratio p: q. 


15. If the ratio of the roots of the equation 2° +pr+q=0, 
be equal to that of the roots of 2° + р,2+ 0; =0, show that 


p*qi = р" 


LE $78 Р at = A/S ইত্যাদি। | 


By a, By a, +B, a m 
16. Determine the values of k, for which the equation 
а এজ 
£7877+2+৮+% 1 


has roots equal in magnitude but opposite in sign. 

17. Show that the arithmetic mean of the roots of z - Qam 
+b? = 0) із the geometric mean of the roots of z° - We +a*=0 
and vice versa, 2 

18. If the roots of z*+Pr+q=0 be a, В and the roots of 


2% +pr+Q=0 be Y, 6, find the roots of т* + рт +@=01п terms 
of a, 8,7, б. [ Calcutta, 1914 ] 


19. If the roots of ак? + 2+2=0 be a, В, and those of the 
equation Az? + 2Вт + О 0 be a + and В +0, show that 


рага y ( এ IE [ Calcutta, 1912 ] 
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20. If the roots of 2° + 2pz-F q— 0 and z? +942 * p— 0 differ 


by a constant, show that p + q + 1 = 0, unless p = q. 
| Calcutta, 1944 ] 


21. If the difference of the roots of the equation z? — pz + q = 0 
be the same as that of the equation «*-gr+p=0, show that 


p*q*4-0, unless p= q. [ Calcutta, 1941 ] 
22. If the difference of the roots of the equation z^ — pe + q = Ü 
be unity, show that p° + 4q = (1 + 9q)°. [ Allahabad, 1917 ] 


17. Ges A erem eECe সমীকরণ গজন š 

কোন দ্বিঘাত সমীকরণের বীজ দুইটি দেওয়া! আছে। মনে কর, ইহার! 
এও. সমীকরণটি গঠন করিতে হইবে I 

মনে কর, facta দ্বিঘাত সমীকরণটি w? + pa + q = 0. 

facta দ্বিঘাত সমীকরণটি হইল 
x? - (a+ B)x +aB = 0 soy (1) 
বা, (x - a)(x - 8) =0. $e ৮২:12) 

(1) হইতে দেখা যায় যে, দুইটি বীজ দেওয়া থাকিলে, বীজ দুইটির 
সমষ্টি ও গুণফল নির্ণয় করিয়া! দ্বিঘাত সমীকরণটিকে একবারেই নিষ্নলিখিতরূপে 
লেখা যায় £ 

z — ( বীজদ্বয়ের সমষ্টি ) z + чс গুণফল = 0, 

অনু. | (9) হইতে দেখ! যায় যে,কোন দ্বিঘাত সমীকরণ аг? +bz+ = 0 
এর 1999 а এবং p হইলে, রাশিমালা! = a(z — a)(w— 8). 

স্থতরাং, ০৭ + pe + এর আকারে কোন দ্বিঘাত রাশিমালাকে উৎপাদকে 
পরিবন্ঠিত করিতে হইলে, প্রথমে ৮*+%% 4 9=0 এর বীজদ্বয় নির্ণয় করিয়া 
রাশিমালাকে ৮৭ ++৫-(৮- একটি বীজ) (z — অপর বীজটি ) এক্ূপভাবে 
লেখা হয়। 

1.8. ক্ষোন eres feats space Aora- 
zaas 2208 =í cu cem Se দলেই 
FIBA eius 

নিয়লিখিত উদাহরণসমূহ হইতে গঠন-প্রণালী LH’ হইবে : 


(i) Form the equation whose roots are equal іп magnitude 
but opposite in sign to those of the equation az? + bz + e = 0. 


feats সমীকরণ ও বাশিমাল1-তত্ব ১৭ 


মনে কর) a ও B, aw? + bz + a= 0 সমীকরণটির দুইটি বীজ; তাহা হইলে, 
а+В= -? এবং ০৪ 2 


এখন এরূপ একটি দ্বিঘাত সমীকরণ গঠন করিতে হইবে, যাহার বীজ 
= а এবং - В. 


নির্ণেয় সমীকরণের বীজদ্বয়ের 
সমষ্টি -৫+)- -(58- bs 


a’ 
এবং গুণফল =(-)(- В) =ap= ©. 
facts সমীকরণটি হইল 
e -(5)+ zb. বা, az? — bn t a= 0. 


(ii) Form the C whose roots are reciprocals of the roots 
of the equation az? +ba+c=0. 
মনে কর, a ও 8, ag" +০০+০-০ সমীকরণটির বীজ; তাহা হইলে, 
5৪ A C. 
atp=— 2 এবং ০৪- t 


এখন এরূপ একটি দ্বিঘাত সমীকরণ গঠন করিতে হইবে, যাহার বীজ 
1 1 


5 এবং 7 
নির্ণেয় সমীকরণের বীজদ্বয়ের 
-b 
১:38. 1 Lt BS AQ. 
সম a ; ap ГА в 
a 
а а phu ar N 
Ne ap eh ul. 9 
ü 
facta সমীকরণটি হইল 


at- (2): + л =0, বা, cz? +br+a=0. 


XI—E. M. 2 
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(iii) To find the equation whose roots are symmetrical functions 
of the roots of a given equation. 

fara সমীকরণের Tea প্রদত্ত সমীকরণের বীজদয় দ্বারা গঠিত দুইটি 
প্রতিসম রাশিমাল! হওয়ায় নির্ণেয় সমীকরণের বীজদ্বয়ের সমষ্টি এবং গুণফল 
উভয়ই প্রদত্ত সমীকরণের Aaa দ্বার! গঠিত দুইটি [лд রাশি হইবে এবং 
ইহাদের মানও পুর্ববালোচিত পদ্ধতিতে নির্ণয় করা যাইবে। নির্ণেয় সমীকরণের 
বীজঘয়ের সমষ্টি এবং গুণফল fedis হইলে সমীকরণটিকে অনায়াসেই লেখা 
যাইবে | 

Bal. 1. vid the quadratie equation whose roots are (i) — 19 
and 3, (ii) T and are 


(i) ана EA 
এবং বীজদ্বয়ের গুণফল = - 19 = 8৪ = - 36. 
^. Picts সমীকরণটি হইল %_(-9)০+(-86)-0; 
বা, 2%+92-36=0. 


(i) «mcm বীজঘয়ের supo itn m-n Sim tn), 


m = № "mia m? — n 


এবং বীজদ্বয়ের গুণফল =", MoM . 


m-n m+n 
Воб সমীকরণ হইল ot - 2 а), 0, 


91, (m° —n*)z? _ Am?  n*)z + (m° — n°)= 0. 


Bel. 2. Form the quadratic equation with rational coeffi- 
cients, one of whose roots is 4+9 „/3. 


একটি বীজ 4 + 9 /3 ; অতএব, অপর বীজটি অবশ্যই 4 - 2/8 হইবে | 
*. বীজদয়ের সমষ্টি =(44+2,/3) + (4-2 ১/3)-8, 
এবং বীজদ্বয়ের গুণফল = (4+2 /8)(4-2 /3)=16-19=4. 

facta সমীকরণটি হইল m? -82+4=0, 


Gel. 3. Itz-2-74-1,find the value of 
m? — 92° + 452+ 114. 


fants সমীকরণ ও রাশিমালী-তত্ব ১৯ 


z=9+7/-1; 
z-9-74-1 
বাঁ, (c-2) =(7 J—1)* =49 x (-1) 
বা, z*-4c*4-— – 49; 
z?-4r453-20; 
z? — 9z? + 45z + 114 = a(z? — 42 + 58) + 9(x? — 4e - 68) - 8 
-(2474-1)*0-2x0-48 
@=2+7 J=1 বসাইয়া) 
=8. 
উদ]. 4. Ifa and f be the roots of az? + bz + o= 0, form the 
equation whose roots are pa + qf and qa + pf. 


এস্থলে, at B = — b এবং ав= ৫" 
এখন fice সমীকরণের বীজদ্বয়ের 
সমষ্টি (ра + q8) + (qa + pB) = (р + q)(a + 8) =(р + q) (-2 


= p+), 
a 
এবং গুণফল = (pa + qB)(qa + p8)= ра(а° + 87) + (p° + q°) a8 
=pqÍ(a + B)? — 208} + (p* + q°)aB 
=pqla + B)" + (р? +q° — 9pq)aB 
=pq(a + B)? + (p — q)°aB 
ра? | (p—q)°e _ b*pa + (p— q)*ac, 
a a a° 


се সমীকরণটি হইল 
ah Weto, + P pg (o ^a; =0; 


বা, a'z’ +ab(p+ 2) 4 b? pq * (p - a)? ac — 0. 


উদ]. 5. Form the equation whose roots are ET Kd m 


where a and f are the roots of the equation az* + bz +c = 0. 


аг? + be + c= 0 সমীকরণটির বীজ a ও; 
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аа? +ђа+с=0, বা, a(aa+b)= —c; 


pP e d. 
aad b с’ 
এবং aB? +58 +с=0, বা, ВВ+) = —c; 
8719-71-11 
aB b ৫ 
fica সমীকরণটির বীজদ্বয়ের 
LAE qe: S Ari [a aaa 
NS EN ¢ (at 8 3 3] ас’ 
d аа T aB 9549২ 2.1 
গত ( 5) x( E с? ac? ac 
сб সমীকরণটি হইল 
ае Кш, বাঁ, acc? -be+1=0. 
ac ac 


উদ. 6. If a and f be roots of the equation 27 +2ag +b 
=0, form a quadratic equation with rational coefficients one of 
whose roots is a+ В + Va + f?. 
z* + Qa + b = 0 সমীকরণটির দুইটি বীজ a еа; 
a+ B= _ 2a এবং aB — b. 
Te সহগ-বিশিষ্ট দ্বিঘাত সমীকরণের একটি বীজ ৫+/+ Jui 
«ferr অপর বীজটি অবশ্যই a+ 8 — Ja + B হইবে | 
facts সমীকরণের বীজদ্বয়ের সমষ্টি -2(৫+0) - 4a ; 
এবং গুণফল = (a + B)* — (a? + p°) 
= 2aB = 2b. 
бсб সমীকরণটি হইল 
z*-(-4a) -9b-0, বা,  z*--4az-49b-0. 
Bel. 7. If a and f be the roots of the equation z? -- z 1 20, 
form the equation whose roots are a? and 2°. Explain why you 
get the same equation as the given one. [ Allababad, 1924 ] 


এস্থলে, ৭+ B= -1. এবং ৫]. 
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নির্ণয় সমীকরণের বীজদ্বয়ের সমষ্টি =a? + p° =(a+p)* —2aB 
А УВ: 
এবং গুণফল = a* 8* = (ag)? —1. 


facts সমীকরণটি হইল £-(-1)+10, j 3 Ed 
sl, cz tet1-0) . > y 
অতএব, দেখা যাইতেছে প্রদত্ত সমীকরণটিই rfa সমীকরণ | 9 2 
এখন, at8—-—1; J. B=-a-1. et (1) ০৩৮৫ 
আবার, প্রদত্ত সমীকরণ ৮৭++1 TB e We [ane RS 
а+а+1=0; .. ৫৪--৫-1-8) (1) হইতে। E ы 
আবার, a48--1; J. a=-B-1L + — (9 i D 
আর, প্রদত্ত সমীকরণ ৮ +z +1 = 0 এর একটি বীজ ॥ বলিয়া, কচি 
8%+8+1=0; -. B*--B-1-a, (2) হইতে। 
৫19 এবং В=а° ; Bt, দেখা গেল যে, facta সমীকরণের 
ача এবং প্রদত্ত সমীকরণের Tew একই এবং সেইজন্যাই fcf সমীকরণ 
এবং প্রদত্ত সমীকরণ এক হইয়াছে | 
উদ, 8. Ifa is not equal to b, but a? = ба -3 and b° =5b-3, 
find the equation whose roots are $ and р. [ Calcutta, 1950 ] 
а -50+8=0 এবং b7-5b+8=0; 
স্পষ্টই, a ও b, z — 52 + 8 = 0, দ্বিঘাত সমীকরণটির দুইটি বীজ; 
৫+৮- এবং а= ৪. 
с সমীকরণের বীজদ্বয়ের 
nat = а ч b aa lth 967 С 
5*—2,3 95 —6 19; An pas a 
Brig E 
ex গুণফল = 2 x P ui, * E 
сб সমীকরণটি হইল do = 


qa 2 


Е 2430২ বা, 32? ~ 192+8=0. d 
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©]. 9. Find the equation whose roots are each less by 2 
than those of 2° — 162+ 63 — 0. 


মনে কর, a ও B প্রদত্ত সমীকরণের দুইটি বীজ; 

a+B=16, এবং af — 63. 
প্রদত্ত সমীকরণের বীজ দুইটি a ও ৪ হওয়ায় নির্ণের সমীকরণের বীজ দুইটি 

হইবে ৫- এবং ৪-2. 
নির্ণেয় সমীকরণের বীজদ্বয়ের 
সমষ্টি =(2- 9) +(8- 92) =a +B - 4=16-4=19; 
এবং গুণফল = (a — 2)(8- 2) = aB 9(а + 8) +4 
—63-9.1644-67- 32 = 35. 
feta সমীকরণটি হইল 2? 1274-35 =0. 


Bal. 10. Ifa, B be the roots of the equation az? -*bz--c-0 
and a’, В' be those of another equation a'z* + b/z +0 = 0, form the 
equation whose roots are аа + BB’ and af' + Ba’. 


এলে, atea- Lupo Pid ego - এবং ৮০ 
(০৫+199)+ (ap' + Ba’) 
= (a+ 80а +8) =(- £)0-% = 


a) aa 
এবং (ao + 80 (aB + Ba’) 

=a"a'p’ + 0৫10 + a’2ap + 01৫0 
=a (a?  B*) + apla’? 4112) 
=а'@'{(а + 0)° — 206} + ap((a' +19)5 — 2419) 

¿[L b\? C 20 о ৮) / 
gripe a] 
= C(b? — дас) + clb? — 2৮1০) 


a^a а 


= zal b*a'c + ас taa'oc 
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c. fc সমীকরণটি হইল 


, ГИ: Pd i un 
As bb ডি: ac ঠা 4ав ce 0 
aa а?а 
বা, а?а 2° — aq bb + (bac -b/*ac — 441০০)» 0. 
©], 11. Ifa be a root of the equation 4z°+ 2z — 170, prove 
that the other root is 4a? — 3a. 


a প্রদত্ত সীকরণটির একটি বীজ বলিয়া, 

åa? +9a-1=0,- বা, 4a7=1-Q2a; ১, 4a? =a- 2a*, 

4a? — За =a — 2a? — 3a = – За — 2a* ` 

= —9a—(1-9a)= -a- $. ও © (1) 
এখন, প্রদত্ত সমীকরণটির বীজঘয়ের সমষ্টি - বা -3 এবং উহার 
একটি বীজ ৫; š 
*. প্রদত্ত সমীকরণটির অপর বীজটি= – — a = 4а° — За, (1) হইতে | 
erate З 


1. Find the equation whose roots are : 
() 5,7;  ()9,-2; ii) -5, -8; (iv) 11, —7. 
2, From the relations given below, obtain the quadratic 
equation whose roots are р and g, and hence find the values of 
the quantities : 
(i) p+ q-7, pa 712 ; Gi) p+q=2, p= - 15; 
(i) pt+q=-6, pqg=8; (у) р+а=6, ра=2; 
(v) p+q=5, ра = 6. 
3. If а, B denote the roots of the equation 9a? — 5a +2=0, 
find the equation whose roots are : 


ঠা 10৮18181788 
111 у eden 7 D. hos Lo S 
(ii) 57-9 98-5: (v) асер 58-8: 


(у) a-- B, tap. 
4. Ifa, B be the roots of «*+px+q=0, find the equation 
whose roots are : 


(i) $ and в; Тс. 0. 1986] (i) @+A)*, (a- 9* ; 


(iii) a° +a, B? -- af. 


২৪ বীজগণিত 


5. If p, д denote the roots of z? +72+12=0, find the 
equation whose roots are (p +q)* and (p — g)°. 
[ Caleutta, 1920, '40 J 


6. Ifa, B be the roots of z*— pz--q—0, find the equation 
whose roots are : 


G) 2а— 8, 98-а; (ii) a * +A", aß; 

(iii) ma+n8,na+m8; (іу) a? +ap™*, 2+ fa? ; 
xu gr t 

(у) SET 


7. Tf a, В be the roots of the equation 2?-px+q=0, find 
the equation whose roots are 4, 2 hence show that 


8 


8. If а, @ denote the roots of the equation ag? - bz + c — Q) 
form the equation whose roots are : 


@ а, 8%;  (i)a«1-8,81-2; (8) e te, 


(iv) a+ mB, 8--ma; (у) at m B+ 1. 


9. If p and q be the roots of the equation За? - 62 2 — 0, 

* mie c 4159 
show that the equation whose roots are —D and ৫. will be 
32° - 187+ 9 =0.- [ Caleutta, 1955 ] 


‚ 10. If a and ñ be the roots of the equation ax" + ba + o = 0, 
s is 


show that the equation whose roots are 7 and (2 + 
bez? + (b? + са)в + ab — 0. 


11. Form the equation whose roots are the reciprocals of the 
roots of z* — 5z + 6 = 0. 


12. Form the equation whose roots are the reciprocals of the 
roots of z* — z+ 1=0. [ Allahabad, 1925 ] 


13. Ifa, B be the roots of the equation z* --z-- 1-0, find the 
equation whose roots are a and £ *. Account for the identity of 


the equation thus obtained with the original equation, 
[ Caleutta, 1999 ] 
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14. If a, be the roots of the equation az" — bz+ e= 0, form 
the equation whose roots are রি апа ০, Account for the 
= аа b - 


ав 


identity of the equation thus obtained with the original one, 


15. If aand f be the roots of ০2 -px+q=0, show that 8 18 


a root of the equation qz? —(р*-9Дх+а=0._ [ Caloutta, 1931 ] 
16. Express the roots of the equation ৫2০৪ — (9-9৫)৮+1-0 
in terms of those of z? +pz+ q= 0. [ Calcutta, 1932 ] 
17. If a+ JB be the roots of the equation 2° +pr+q=0, 


prove that 1 + Ja will be the roots of (р? — 4q)(p°z° + 4р2) = 16g. 


18. Ito! +0 ? denote the roots of z* —pz +q=0, show that 
the equation whose roots are a+ В is (p° — Ag)? (4« — р?) = 956. 

19. Find the quadratic equation with rational coefficients, one 
of whose roots is 3— 4/5. : 

20. Find the value of : 

() z° 72° + 182 — 2, when т=2+ V8; 

(i) 2° —4z? — 92-97, when z- 4t V-T; 

(ii) æt +429 -6z* +40+9, when t= /-9-1; 

(iv) 162° — 162° — 112 + 179, when z — 1(6+7 J-1). 

21. Find the equation whose roots are each less by 3 than 
those of 2° + 72+ 12 = 0. 

22. Find the equation whose roots are reciproeals of the roots 
0105 _970+০-0 ; hence show that one of the roots of the 
given equation increases indefinitely, when a. diminishes without 
limit. 

1.9. saaa Sax খাক্িলাল সৰভ : 

যেসর্ভ সিদ্ধ হইলে az? + br te=0 এবং a'e? +/+০-0 সমীকরণ 
দুইটির একটি সাধারণ বীজ থাকে তাহা নির্ণয় কর | ( То find the condition 
that the equations ат? +02+с=0 and aa? -Fb'z*c-0 may 


have a common root. ) 


২৬ বীজগণিত 


মনে কর, а সমীকরণ দুইটির সাধারণ বীজ 1 

a উভয় সমীকরণের বীজ а] а দ্বার! উভয় সমীকরণই সিদ্ধ হয়। 
2 77789) 
এবং аа +0৫+০-0 

বজগুণন দ্বারা, 


2 . 
রা) dex 
Ў а? а? 
'(ca!—- da) Бе bead -ab 
“^ (ca’—c'a)* = (be' - b’e)(ab’ — a'b) ; 
ইহাই Picts z< | 
agM. 1. i ) হইতে "pi যে, সাধারণ বীজ а 


тее, ‚ অথবা, фс — bo Бо, 
at ca — ca 


অনুসি. 2. প্রথম ৪ অপর Т 
"id m (ong) 


ca —ca 


অর্থাৎ, clad’ — a'b), অথবা, c(ca/ с'а). 


alca — са) ас — bo) 
দ্বিতীয় সমীকরণটির অপর বীজটি 
с" ca’ a), bc! Б'е 
Е ab’ — FA чат, (f+ ca —c 4) 
অর্থাৎ o'lab’ — a'b), অথবা, ° “(cal — с" a), 
> aca ca) a (bc! — b'o) 


©]. 1. Prove that if the equations 2*+be+ca=0 and 
2° +cx+ab=+0 have a common root, their other roots will satisfy 
the equation z? + am + be = 0. 


সাধারণ বীজটি ৫ হইলে, 
а? + ba + ca = 0, 
এবং a?*+ca+ab=0. 


farts সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব ২৭ 


45944 দ্বারা, 
а? а T 
4-97 аба - 6-3 
বা, a £ 1 eee .. (1) 


2552-78-78 
এখন, (1) হইতে সাধারণ বীজ a =— =a; 


alb+c)x(-1)=(-a)?, বা, -—a(b*c)-a*, 
বা, -(b+c)=a, বা, a+b+c=0. EE - (3 
প্রথম সমীকরণের বীজদ্বয়ের গুণফল со বলিয়া, ইহার অপর বীজটি 
০৫-৮৫০ এবং দ্বিতীয় সমীকরণের বীজঘয়ের গুণফল ab বলিয়া, ইহার অপর 
বীজটি ab--a — b. 
এখন, c6 b বীজদ্বয়ের দ্বার! গঠিত দমীকরণটি হইল 
@* — (b+ c)z + bc = 0, 
বা 21+ ас +0с=0, (9) হইতে, যেহেতু —(b+c)=a, 
সুতরাং, সমীকরণ দুইটির অপর বীজদ্বয় ০ ও b দ্বারা 2° az t be- 0 
নমীকরণটি সিদ্ধ & 1 
80|. 2. If the equations «z^ + 3bz? + Sez + d=0 and 
av? +9b2+c=0 have a common root, prove that (bo — ad)? 
= A(ac — b*)(bd — e°). 


মনে কর, সাধারণ বীজটি а; 
তাহা হইলে, aa + 89৪ + Scat d=0, ach ১০০02) 
এবং аа? + 2৫7০০, তত ১৮:72) 
(1) এবং (9) হইতে, 
(aa? + $ba® + 8০৫ + d) — alaa" + Wa + c)=0, 
বা, ba? +2cat+d=0. 3 - (8) 
(2) এবং (3) হইতে বজ্রগুণন দ্বারা, 
3 


0 Soe n) f. кы CA. 
9(bd—c?) bc—ad (ac — b*) ' 


২৮ " বীজগণিত 

DER E Ош he A AAN 

` (be-ad)?  9(bd—c?)9(ac - b*)* 

©. (be— ad)? = 4(ac — 5?)(bd — c) ; 

ইহাই নির্ণেয় 761 

1.10. ax?-bx-c-0 fants amaa әзі 
বীজ а ও в হইলেন, প্রমাণ করিতে হুইবে ca, 
ax?--bx-F c = а(х-а)(х-8): 

as? +৬%+০=0 দ্বিঘাত শমীকরণটির দুইটি বীজ a ও p. 


b ৫ 
i +8= - - এবং еа 
at win aB ү 


. am? +bete = a (22+ bk zl 
аа 


= alu? — (a + f) + ай} = ale- alle – B). 

MEG 1. এই অঙ্থচ্ছেদ-সাহায্যে যে-কোন দ্বিঘাত রাশিমালাকে দুইটি 
একঘাত (linear) গুণনীয়কে বিশ্লেষণ কর! যায়| 

ষ্টব্য 2. (ক) এ ও p বাস্তব ও অসমান হইলে, азоо এর 
গুণনীয়ক দুইটি বাস্তব ও অসমান হইবে, অর্থাৎ, bY > 4০০ হইলে, গুণনীয়ক 
দুইটিও বাস্তব ও অসমান হইবে) 

(4) a ও 8 বাস্তব ও সমান হইলে, аг? +br+o এর গুণনীয়ক দুইটিও 
বাস্তব ও সমান হইবে, অর্থাৎ, ৯০4৫০ হইলে, az + bz + ç এর গুণনীয়ক 
দুইটি বাস্তব ও সমান হইবে, অর্থাৎ, az" + be + o একটি পূর্ণ বর্গ হইবে; 

(গ) a ও 8 অবাস্তব হইলে, az? + bro এর কোন বাস্তব গুণনীয়ক 
থাকিবে না, অর্থাৎ b? < 49০ হইলে, az + bz + o এর কোন বাস্তব গুণনীয়ক 
থাকে না। 

Baj. Resolve the expression 32° — 72 + 3 into linear 


factors. 


30% -72+3=0 সমীকরণটির বীজদ্বয় ER শা 208. 


32° -72+3 = sle E +I AE 89) 
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1.11. са =£ সিদ্ধ হইনেল ax? +bxte এবং ах?+ 
bx-e fears «nemen zs একটি sisse 
esas esc mem আহে, তাহা (чен কল (To find 
the condition that the two quadratic expressions ах? +bx+c 


and a'x2+b'x+ e may have a common factor.) 


ва রাশিমালা দুইটির একটি সাধারণ গুণনীয়ক হইলে, v-a দ্বারা 
রাশিমালা দুইটি সম্পূর্ণরূপে বিভাজ্য ; 
aa? +ba+o=0, এবং аа*+Ьа+с'=0. 
[1.9 অনুচ্ছেদে সমাধান দ্রষ্টব্য ] 
উদ]. 1. Find the condition that the expressions lc? + may 
+ ny? and Uz? +m m + n'y? may have a common linear factor. 
মনে কর, læ? + may + ny? =1 (z — ay) X (z — by) © (1) 
এবং 74 +m ey + n'y? =V (c- ay) x (z — Ьу) . (9) 
তাহা হইলে, z ay রাশিমালাঘয়ের সাধারণ একঘাত গুণনীয়ক। 
এখন, а= ау ধরিলে, (1) এবং (2) উভয়েরই দক্ষিণ পক্ষের মান =0 
হয়; অতএব, r-ay ধরিলে (1) এবং (2) উভয়ের বাম পক্ষের Wise 
=0 284 1 
z = ау বসাইলে (1) হইতে পাই 


lay)? + m(y)y + ny? = 0 ; 
বা, la? + ma +m = 0, M 5৮109) 
অনুরূপ, Га? +mat+n =0. ০০০ i d) 


(8) এবং (4) হইতে 481919 দ্বারা, 
১, 
mn-mn апі im-im' 
Aid esu ghi my t s 
(al —»1)* ^ mn' -mnim - Vm Ы 
(т) =(mn'- m nim — l'm) ; 


ইহাই facta z$ | 


So বীজগণিত 


Bgl. 2. Find the condition that the expressions ac? +Qhay 
+by? and a'z? +2h'xy+b'y? may be respectively divisible by 
factors of the form y -me and my +a. 


মনে কর, aa + hay + by? =b(y — та)(у — we) 4০0) 
এবং a'w? +91/12% + b'y* =a (0 + mye ny). - (8) 
এখন, y= mz ধরিলে, (1) এর দক্ষিণ পক্ষটি শুন্য হয়, অতএব, উহার বাম 
পক্ষটিও শূন্য হইবে ; 


aa? + 2he.ma + Ыта)? = 0, 


বা, a + тт? = 0. tes - (3) 
আবার, c= -my ধরিলে, (2) এর দক্ষিণ পক্ষটি ^U হয় বলিয়া, উহার 
বাম পক্ষটিও শূন্য হইবে ; 
a/(7 my)? + 2h ( — my)y + b'y? =0, 
বা, ат? — 2h’m+b' = 0. E ০০:04) 
(3) এবং (4) হইতে দেখা যায়, 


bm? + 2hm+a=0, 
এবং ат: _ Qh'm +b’ =0. 
46944 as, 
চি NND NIIS. 
2(hb'-- Ma) aa -bb = 2(bh +a h)’ 
(aa! — bb’)? = — 4(hb' + Ь'а)(ЪЬ' + a'h), 
বাঁ, (0а bb’)? +4(hb' + ab +a h)=0 ; 
ইহাই facts sŠ | : 

1.12. cH AS সিদ্ধ Seem, x <= y nafs 
miata fats ল্লাম্শিমাভলা аха + 2hxy + by? + 20x + 2146 
-0 কে 2208 asas গুণনীহতকে fase === 
ইভ Hea, Stal fac aq 2 

az? + Qhay + by* + 9gz + 9fy + e= 0, 
বা, az? + 9z(hy + g) + (by? + 2fy +c)=0. 
[এর শক্তির অধঃক্রম অনুসারে সাজাইয়া ] 
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ইহাকে z এর দ্বিঘাত সমীকরণরূপে গণ্য করিলে, 
ge hy + 0) = Абу + )#— &alby? +2fy +o) 
2a 


_ — y + g)+ (hy + gy? -alby + 2fy + c), 
a 


az? + Qhay + by? + 990 + fy +e 


= Í, „Мм + а= ১00১7 alby" 22 + / 


x {e+ hw + g + Му) ауан), 
স্পষ্টই, গুণনীয়ক দুইাটিকে একঘাত-বিশিষ্ট হইতে হইলে, 
(hy + 9)? — alby? + 2fu + с) কে একটি পূর্ণ বর্গ হইতে হইবে, 
অর্থাৎ, y? (h? — ab) + 2y (gh = af) + (g? —ac) কে একটি পূৰ্ণ বর্গ 
হইতে হইবে, 
4(gh = af)? = 40৮2 — ab)(9? — ac), 
বা, 021, — 9afgh + ау? = 275 — h°ae — abg? + a?bo, 
বা, উভয় পক্ষ হইতে /,2/% বাদ দিয়া এবং উভয় পক্ষকে এ দ্বার! ভাগ 
করিয়া, abe+2fgh— af? —bg?-ch?=0; 
ইহাই facta HS, এবং বাম পক্ষস্থ রাশিমালাটিকে ç, у সম্বলিত সাধারণ 
farts রাশিমালাটির নিরূপক বলা s€ 1 
উদ]. 1. Show that the expression 270 + vy — 8y* + 16y 
— 91 is resolvable into two linear factors. 
az* + Qhay + by* + 20৮ + Wy + c রাশিমালাটিকে দুইটি একঘাত 
গুণনীয়কে বিশ্লেষণ করা যাইতে পারে, যদি 
abe + 2fgh — af? – bg? — ch? =0 ®% 1 
এক্ষেত্রে, a=2,h=4,b=-3,9=-4,f/=8, c= - 91. 
এখন, abe + Yoh — af? — 87 — ch? 
-2(-3)(-31)4-2.8.(- 0.4 - 2.8" - (-8(- ^ -(-2008)" 
=196-4-1984+$4+%=-6+%44=-6+6=0,° 
অতএব, প্রদত্ত রাশিমালাটিকে দুইটি একঘাত গুপনীয়কে বিশ্লেষণ করা 
যাইতে পরে। 
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Gel. 2. For what values of m will 227 – æy- y? + 5z +m + 2 
=0 he equivalent to the product of two linear factors ? 


TET, a=2, b= -1, =93, f=% qe 5 h=- EE 
abe + 2fgh — af? — bg? — ch? 
m 5 m? 
=9.(- D.2+2.0°5\- i)-»() 
== aci 


Boma абу ош, Wb is 
Laur E 9 4 4 


এখন, প্রদত্ত রাশিটিকে দুইটি একঘাত গুণনীয়কে বিশ্লেষণ করা সম্ভব হইলে, 
abe + 9fgh — af? — "m - ch? =0 হইবে, 
অর্থাৎ, -™ - 5 m+ T= =0 হইবে ; 


` 


s 
-গ zn вл 0: বা) ape? Ыл Таб 
= 25+ /95+56_, _ 7. 
m 4 a 2 


Geil. 9. Find the two linear factors of the expression 
9x? + vy - 6y? — 5x - 11y — 8. 
Qr? gy — Gy? — 5a + 11y- 3— 0 সমীকরণটি বিবেচনা করা যাক | 
সমীকরণটিকে 9 +(/-2)2- (6y? – 11у+3)=0 রূপে লিখিয়! এবং 
ইহাকে % এর একটি দ্বিঘাত সমীকরণরূপে গণ্য করিয়া সমাধান করিলে, 
দেখা যায়, 
-(/-5)5 ма EP CES -11y-3) 


exl ero) eed E 98y +49 
4 


-(y-5)(7y-7) 60-2, বা, -8y*12 
4 ФА УРТ 


Oh ie 22, বা,(- 2/+8), 


fears সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব эз 


Qa? + xy 6у? - ба+11у—8 
=2(z- к= 3-6 ay +) 
= (22 — 3y + 1)(z + 2y — 3). 


বিকল্প পদ্ধতিঃ রাশিমালাটির সমমাত্রিক অংশ 92০+-2/-6/2 কে 
গুথনীয়কে বিশ্লেষণ করিয়া, 


922 + cy — 6y? = 222 + 47у – Boy — 60° 
= 9x(z + ду) _ 90৮ + ду) = (z + 90) (Qa — 3y). 
এখন মনে কর, 92° +my—6y?-Sa+1ly-3 
=(c + 9y *- ky — 3y +1) ÉL s (1) 
= In? + my — by? + (Qk + l)e + (21 — 3k)y + 1k ; 
ইহা একটি অভেদ ; অতএব, ইহার উভয় পক্ষের সমশক্তিবিশিষ্ট পদগুলির সহগ 
31458 একই হইবে; 
9k+1= —5, 21- 3k= 11, k= —3. 
সমীকরণ তিনটির যে-কোন দুইটি হইতে প্রাপ্ত k ও 1 এর মান দ্বার! 
অবশিষ্টটি সিদ্ধ হইতে হইবে ; না হইলে প্রদত্ত রাঁশিমালার কোন সাধারণ 
গুণনীয়ক থাকিবে না। 
এখন, প্রথম ও দ্বিতীয় সমীকরণ সমাধান করিয়া, k= - 8 এবং 1=1 
পাওয়া যায় ; এবং ৫ ও 1 এর এই মান দ্বার! তৃতীয়টিও সিদ্ধ EX 1 
(1)-এ7% ও 1 এর মান বপাইর। প্রদত্ত রাশিমালা 
= (к + 2y — 3)(2% - 3y + 1). 


esiste 4 


1. (a) Determine the values of m for which 32° + 4mz - 9-0 
and 20° +32 —9—0 may havea common root. [ Calcutta, 1934 ] 


(b) If m? --pz--q-—0 and z?+qme+p=0 have a common 
root, show that either, p=g, or, p +g +1=0. — [ Calcutta, 1939 ] 
2. If the equations z? 4 pr *q-0 and с? + pa +7 =0 һауе 
29-29, ০৮,৫7৫. 
৫-৫ DN 
9. If the equations az? +bs+c=0 and cæ? +be+a=0 have 
a common root, show that either, a+b+c=0, or, a—b+c=0. 


XIL—E. M. 3 


a common root, show that it must be either 
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4. Find the condition that one root of ax? +02 +с=0 may 
be equal to one root of a'w? +b'x +c’ = 0, with the sign changed. 


5. Find the condition that one root of az? +ba+c=0 may 
be the reciprocal of one root of a2? + b'z +c’ =0. 

6. Find the condition that œ? + pe +q and v? +p'e+q’ may 
have a common linear factor. 


7. Determine a, such that the expression z?—11z-*a and 
д? — 142+ 98 may have a common factor. 


8. If one root of the equation 2° + am + b = 0 be a root of the 
equation Œw? +ca+d=0, show that the other root of the first 
equation is a root of the equation 2° +(2a—c)at+a*-actd=0, 


9. If the expressions ав? + Ьо +0 and bz? +m +a have 
а common linear factor, show that either, a=0, or, 2° + b? c? 
= Babe. 


10. Find the condition that thé expression aw? + 2hay + Бу 
may have two linear factors of the forms y — mx and my + z. 


11. If the roots of ax? +62 + 0-0 be the square roots of the 
roots of a w? bct c =0, show that a'b? +a7b'=Qaa'c and a'c? 
= са", 

12. If the roots of az*+be+c=0 be m-times those of 
aa? - b/z c =0, show that an?/a’ = bab = c/o’, 

13. Show that if am" + by? + cz? + Олуг + рат + дот is resolv- 
able into two linear factors, a? + b? + c? = 8abc. 

14. For what values of m will 2° +8ry—4y?+2my-5 be 
equivalent to the product of two linear factors ? 

15. Show that the expression 82° — 8zy — 6y* + 18w + 21y — 18 
can be resolved into two linear factors, and find them. 


1.13. feats জ্রাম্পিন্ালাল্র =rz=r= z ° 

প্রমাণ কর যে, x এর সকল বাস্তব মানের জন্যই ax?+bx+e 
রাশিমালাটির মান a র চিহ্ছবিশিষ্ট হইবে, কেবলমাত্র ax?+bx+e 
=0 সমীকরণটির বীজদ্বয় বাস্তব এবং ভিন্ন হইলে এবং » এর মান 
à বীজদ্বয়ের 99881 হইলে এরূপ হইবে না। ( То show that for 


all real values of z the expression az? + бх + с has the same sign 
as a, except when the roots of the corresponding equation 
ах? +bx+c=0, are real and different, and z lies between them. ) 


fans সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব с ৩৫. 


মনে কর, an" + bz + c = 0 সমীকরণটির বীজ a ও B. 
তাহা হইলে, ax? + bz + e==a(z — a)(z — B). 
এখন এই বীজ ছুইটি তিনপ্রকার হইতে পারে £ (ক) বাস্তব এবং সমান, 
(4) অবাস্তব, (গ) বাস্তব এবং অলমান। 
(ক) বীজ দুইটি বাস্তব এবং সমান হইলে, a=8 ; 
`. am? +02 + сав a)? =a x একটি ধনাত্মক রাশি; 
2. ч সকল বাস্তব মানের 998 ০৮+৯০+০ রাশিমালাটির 
মান а q চিহৃবিশিষ্ট হইবে | 
(4) বীজ দুইটি অবাস্তব হইলে, মনে কর, а= +n এবং Вет; 
ax? 4- br + c — айв _ (та) — (m —in)t 
= af(z — m) — ine — m) + inl 
= (0 — m)? + n°] = a x একটি ধনাত্মক রাশি ; 
S. % এর সকল অবাস্তব মানের জন্যই az? + br + o রাশিমালাটির মান 
a র চিহ্ৃবিশিষ্ট হইবে | 
গে) বীজ দুইটি বাস্তব কিন্ত অসমান হইলে, মনে কর, а > f. 
এখন, z এর মান a ও 8 q অন্তর্বর্তী হইলে, অর্থাৎ, В < z < а হইলে, 
т-а খণাত্মক হইবে এবং %-% ধনাত্মক হইবে; অতএব, (৮-০)(৫-%) 
একটি খণাত্বক বাশি হইবে ; 
এক্ষেত্রে, az? + bz + c= a(z — alle — В) 
=a x একটি খণাত্মক রাশি ; 
স্পষ্টই, a ধনাত্মক হইলে, দক্ষিণ পক্ষ একটি খণাত্মক রাশি হইবে, 
এবং o ANAF রাশি হইলে, দক্ষিণ পক্ষ একটি ধনাত্মক রাশি হইবে | 
S. এক্ষেত্রে, am? + ba +o এর মান a র বিপরীত БЕВ হইবে | 
এইবার মনে কর, z এর মান এ ও 8 র অন্তর্বর্তী AE | 
এক্ষেত্রে যদি z এর মান ৫ ও В অপেক্ষা বৃহত্তর হয়, তাহা হইলে, v-a ও 
2-8 উভয়ই ধনাত্মক হইবে; আর যদি £ এর মান a ও р অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর 
হয়, তাহা হইলে, z — a ও ৮-/ উভয়ই খণাত্মক হইবে | 
RSI, উভয় ক্ষেত্রেই, (z — ০)(% — ৪) ধনাত্মক হইবে | 
az* +৮+-০5(2-০)0০-19)-৫ একটি ধনাত্মক রাশি; 
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S. গ এর মান এ ও B3 অন্তর্বর্তী না হইলে, ৫০০+০৮+০ রাশি- 
মালাটির মান а র চিহ্নবিশিষ্ট হইবে | 


অতএব, দেখা গেল যে, £ এর সকল বাস্তব মানের জন্তই ৫৪৪ + bz to 

রাশিমালাটির মান ат PeR হইবে, কেবলমাত্র ৭%*+১%+০=0 

সমীকরণটির Dea বাস্তব এবং ভিন্ন হইলে এবং এর মান এ বীজদ্বয়ের 
- অন্তর্বর্তী হইলে, এরূপ হইবে Al | 


114. fasts ASAI San ও SSR মান £ 
aa + bz o রাশিমালাটি ধরা যাক। 
মনে কর, z এর বাস্তব মানের 99 ৫০৯ + bz + c— y. 


তাহা হইলে, aw? +62 + (c — y) = 0 দ্বিঘাত সমীকরণটির বীজদ্বয় বাস্তব | 
এখন, সমীকরণটি সমাধান করিয়া, 
-bx abs J = 4alc— y) 


NL Vl] 
id ae CE HN 


এখন, c বাস্তব বলিয়া, বিনে রাশিটি-0 বা একটি ধনাত্মক 
রাশি হইবে। 


ja" 
অথবা, (ii) у= 
হইবে। 
I অতএব, z এর বাস্তব মানের জন্য যদি a ধনাত্মক হয়, তাহা! হইলে : 
(i) ya 0—0, অথবা, (i) TE Ls 


ec এবং a উভয়ই অবশ্য ধনাত্মক বা! ANAT । 


uc 47005 TOM, 
সুতরাং, y (অর্থাৎ az + ba + с) এর অবম айя = -_ —— এবং = 


হইলেই এই অবম মান হইবে। 


fato সমীকরণ ও রাশিমালা-তত্ব et 


ইহা স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, এক্ষেত্রে ইহার চরম মানের কোন নির্দিষ্ট 
সীমা নাই। 


II. т, তাহা হইলে, 


: 4ac 
G) у= 4028 , অথবা, (ii) y < tett, 
সুতরাং, y (অর্থাৎ az? + bz + c) এর চরম মান = 4957 OF এবং ne - 2, 


হইলেই এরূপ চরম মান পাওয়া যায়। 
ইহা স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, এক্ষেত্রে অবম মানের কোন নিদিষ্ট সীমা AT 1 
উদ]. 1. Find the sign of 92 —2z-- for real values of z, 
32° - 90+ 5=3(a? - $z + 8) 53106 — 3)? + 9, 
এখন, z বাস্তব বলিয়া (z — 3)2 সর্বদাই ধনাত্মক হইবে ; 
(০-$)5+ A সৰ্বদাই ধনাত্মক হইবে | 
z এর সকল বাস্তব মানের জন্যই প্রদত্ত রাঁশিমীলাটি ধনাত্মক হইবে 1 
Bal. 2. Find the minimum values of 2° — 6z + 10, for real 
values of z. 
প্রদত্ত রাশিমালা = (z* — 6c 9) * 1-(c-3)* +1. 
এখন, c এর সকল বাস্তব মানের জন্য (z — 3)? ধনাত্মক। অতএব, রাশি- 
মালাটি THATS > 1, এবং যখন = 3 হইবে, রাশিমালাটি = 1 হইবে। 
রাশিমালাটির অবম মান =]. 
উদ]. 3. For what values of z is 9z°+5z-3 negative ? 
What is its least value ? 4 [ Calcutta, 1950 J 
প্রথম অংশ 2 2m? +5%-3=2%*+6%-%-8 
=(z + 3)(Qx — 1) = 2% + 8)(z - 4). 
[ লক্ষণীয় যে, প্রথমে 22° + 5% — 3 = 0 এর বীজ p এবং —3 নির্ণয় করিয়া 
একেবারেই 2 +5%- 8 = 2(% + 38)(% - 3) লেখা যায় 1] 
এখন, x এর মান > $ হইলে, +3 এবং %- 1 উভয়ই খণাত্মক হইবে; 
রাশিমালাটির মানও ধনাত্মক হইবে। 
এ এর মান < - 8 হইলে, +38 এবং z— 3 উভয়ই খণাত্মক হইবে; 
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রাশিমালাটির মান ধনাত্মক হইবে | 
—3 < z < $ হইলে, +8 ধনাত্মক এবং 2-4 ANTS হইবে) 
বাশিমালাটির মান খণাত্সক হইবে | 
দ্বিতীয় অংশ £ মনে কর, 9245০ _ 94. 
% বাস্তব বলিয়া, 20° + 5с – (8 + y) = 0 সমীকরণটির ча বাস্তব ; 
PAA, 254+9(3+y) < 0 বা, 8y--49 KOT, y £ — e, 
y অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিমালাটির অবম মান — 48, 
Gri. 4, Find the maximum and minimum values of 
29৮4] 
02404]. 
for real values of 2. 


z?—go41 
Жа “Чу ауыт" 


তাহা হইলে, ут®+т+1)=х%—-ат+1, 
বা, (/-1)৮+04+-1)2+%-1 -0, 
এখন, % বাস্তব বলিয়া, % এর এই farts সমীকরণটির ечи বাস্তব ; 
নিরপক, (/+1)-40/-1) > 0, 
বা, 1/+1)+20/-1)10/41)-9/-1) > 0, 
বা, (8/-1)03-9) > 0, 
বা, -8(/-$)(-3) > 0, 
বা, (/-$)/-3) < 0. 


y. 


(у- (0 - 8)=0 হইলে, y-3 বা, 4. = = (1) 
(/-$)-8) < 0 হইলে, y- 1 > 0 এবং y-3 < 0 হইবে ; (2) 

বা, %-$-৫0 এবং y-3 > ০0হইবে। (9) 
(2) হইতে, y > $ এবং < 8, অর্থাৎ cy < 3. swings) 


(8) হইতে, y < $ এবং > 3, ইহা অসম্ভব . 
(1) এবং (4) হইতে, ES < ৪, 
y অর্থাৎ প্রদত্ত রাঁশিটির অবম মান $ এবং চরম মান 3. 


দ্বিঘাত সমীকরণ ও রাশিমাল1-তত্ব ৩৯ 


8 
©]. 5. If z be real, prove that 222 cannot Пе 
between 1 and —7. [ Caleutta, 1944 ] 


_ 2” — 92 +4. 
Y= — 40438" 


yc? — 4c + 3) = 9x? — 9z + 4, 
বা, (/-9)৫*- 9(2y — 1)৮+ (8y - 4) =0. 
এখন, z বাস্তব বলিয়া, z এর এই দ্বিঘাত সমীকরণটির ৰীজদ্বয় বাস্তব; 
fats, 4(2y-1)? - 4(y- 9)8y - 4) < 0, 
বা, (2y-1)*-(y-3)8y—4) < 0, 
বা, y*-6y-7 € 0, 
বা, (y- y 7) < 0. 
এখন, y + 7 কে y - ( — 7) রূপে লিখিলে দেখা যায় যে, y এর মান > - 7 
কিন্তু < 1 হইলে, y + 7 ধনাত্মক, কিন্ত y— 1 খণাত্মক হয়; সুতরাং, 
(у= 1(y* 7) < 0&3; 
s. y 7, Fe < 1 হইতে পারে না) অর্থাৎ, z এর বাস্তব মানের 
99, y অর্থাৎ প্রদত্ত রাশিটির মান -? এবং 1 এর অন্তর্বর্তী হইতে পারে না। 


ш пз may have an 
lto^1-c y y 


মনে কর, 


WW 6. Show that the expression 


real value, for real values of z, 


тў та. 

মনে 71451888878 
বা gaian) (m° enfe. 
2 l-g’ А 


yo? – (т? + 2) + тп -у=0. [ পক্ষাস্তর-প্রক্রিয়া দ্বারা ] ^ 


z এর সমাধান করিয়া, 
r= (n° +n°)+ „(т nf)? (т тї р), 
3y 
এখন, z বাস্তব বলিয়া, করণী-চিহ্ছের অন্তর্গত রাশিমাল! অবশ্যই ধনাত্মক 


হইবে। 


9° বীজগণিত 
করণী-চিহ্ের অন্তর্গত রাশিমালা 


= 4y? — 4y(m? — n?) + (m? +)? 
= Фу? — Ay(m? — n°) + (m° —n?)? + 4m?n? А 
= {92у — (m° – 2) + (Qmn)? 
= একটি ধনাত্মক রাশি+ একটি ধনাত্মক রাশি, 
(у এর যে-কোন বাস্তব মানের জন্য )। 


সুতরাং, * এর সকল বাস্তব মানের জন্যই প্রদত্ত রাশিমালার মান 
বাস্তব হইবে। 


দ্রষ্টব্য ? প্রদত্ত রাশিমালাটি যে-কোন বাস্তব মানবিশিষ্ট হইতে পারে 
абі উহার কোন চরম বা অবম মান থাকিবে ন|। 


(z — alla — с) ig 

2-0 
eapable of assuming all real values, if а, b, с are in ascending 
order of magnitudes. 


মনে কর, (z — a)l =a = 08 


Bri. 7. Prove that if z is real, the expression 


ш? 4182 
[ সরলীকরণ ও পক্গান্তর গ্রক্রিয়! দ্বার! ] 
_(@+о+)+ slate +y)®—4(ac + by). 


z এর মান বাস্তব বলিয়া, z এর AR সমীকরণটির বীজদ্বয়ও বাস্তব ; 


নিরূপক (atcty)*-4d(act+by) £0, 
বা, y” +(atc)* + 2y(a+c)—4ac — 4by < 0, 
বা, y*-9(a-c- 25)y Ü(a- ce) + 0, 


বা, fy+la+o-2b)} + fa — с)? — (a c— 9b)*) £ 0, 
বা, fy+(a+c—20)}* + (а – c) + (৮+০-) 
10৫-০)-(৮+০-9)) < 0, 
বা, Íy*(a*c-9b)* + 4(a -b)(b-c) £ 0. «+ (1) 
এখন, y এর যে-কোন বাস্তব মানের জন্য fy + (৮+০-9)%, বাস্তব রাশির 
বর্গ বলিয়া ধনাত্মক হইবে, আর a < b < ০ বলিয়া, a-b একটি qu 
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রাশি এবং -০ও একটি খণাত্বক রাশি; অতএব, Ala- D(b— o) একটি 
ধনাত্মক রাশি। অতএব, দেখা গেল, a < b < ০ হইলে, y এর সকল বাস্তব 
মানের জন্যই (1) সিদ্ধ হইতেছে | 
a <b এ ০ হইলে, z এর বাস্তব মানের জন্য প্রদত্ত রাশিটি যেকোন 
বাস্তব মানবিশিষ্ট হইতে পারে 1 ; 
দ্রষ্টব্য a > b > с হইলেও একই ফল পাওয়া যায়। 


erate 5 


1. Ifc be real, find the sign of : 

(а) 32% -+52+7; (b) 82-42^-7; (c) 40° – 282+ 49 ; 
a? +b" 

4 
(a) (a + 0°): + 9(a +b)z +2. 


2. Prove that the expression 62° — 18% + 6 is positive for all 
real values of z except for those lying between $ and $. 


(d) (02+ 0%)2° — 2abz + 


3. For what values of т will the expression Ta? – 90 +3 be 
negative ? 

4. (a) Show that the expression Ба? _ 302+ 47 is always 
positive, whatever real values a may have. 


(D) If т is real and the expression g? — 9am + 0° — b° is 
positive, show that z can never lie between а— and a+ b, 


B. Show that the expression 8r-15-@? can be positive 
only for values of 7 which lie between certain limits; and find 
these limits. [ Allahabad, 1930 ] 


6. Show that (z-— 1)z-3)z-5)-7)+20 is positive for 
real values of z. 
1. Find the values of a for which z^ -az-1-2a* will be 
always positive for real values of z. 
8. If be real, prove that 
(a) 4z? — 192+ 17 cannot be less than 8 ; 
(b) 2% 92+ 21 DEN ME m. 3 
(9 52° —7z+4 ” 9 cw lib 
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9. Find the minimum values of the following expressions for 
real values of т: 


(a) 402 —9z--5; (b) 302 -50+4; (e) 22° -13w 4-99. 


Find in each ease the values of z corresponding to the mini- 
mum value. 


10. Ifa be real, show that the least value of 42? — 4g -- 1 is 
zero and the corresponding value of т is $. [ Calcutta, 1937 ] 


1. Find the greatest (or mawimum) values of the following 
expressions for real values of z : 


(а) 62-2? —1; (b) 5480-8202; (c) 54 4x — 4z?. 


Find in each case the value of x corresponding to the maxi- 
mum value. 


12. Find the maximum value of (1 — z)(9 +3) for real values 
of a. [ Calcutta, 1946 ] 
15. Bhor кы ет a 15472878444 

+ Show thaí^; 4:32 44 lies between 7 and 4, if z be real. 

[ Calcutta, 1940 ] 


2 
14. Ifa be real, prove that the expression ars 3) can 
have all numerical values except such as lie between 9 and 6. 
z*-—4mz-9 
2° +42+9 
must lie for real values of т. [ Calcutta, 1948 ] 


15. Find the limits between which the expression 


16. If be real, show that RAS must lie between 1 


and — rr. [ Calcutta, 1953 ] 


17. Find, for real values of z, the greatest and the least 
values of 5, 142 * 9, 
values o; 2*49r48 

3 А (æ - We + 3) 

18. Ifa is real, show that the value of (c= 9e +4) does not 

lie between $ and 1. 
g 
19. If ж be real, prove that (a) ^ б 28 An cannot lie between 
p? k + 3 

2 and - D and (5) AM = cannot lie between ~ 8 and 8. 
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g? + 342-71 
+927. 

numerical values, except such as lie between 5 and 9. 

[ Calcutta, 1954 ] 


d 1 1 1 
21. Prove that the expression > +1 + 3z+1 (et Ir 1) 


cannot lie between the values of 1 and 4, for any real values of z. 


20. If т be real prove that can have all 


Й 62? – 29a + 91 
22. Find the greatest and the least values of ba? = 18r TIT 
for all real values of z. [ Calcutta, 1942 ] 


; 8a* + 38x – 85 
23. Ifa is real, prove that 289027 ০৪০ have no value 


between 7 and 11. [ Gauhati, 1949] 
š 9z? +4@+1. 
24. Show that for real values of ~, "pared Ë capable of 
having all real values. [ Calcutta, 1947 ] 
+ ЕСУ. 
25. If т be real, show that the expression 1 ур can 


have any real value. 


26. In the equation «*-pr+q*=0, if ze be real, prove that 
p cannot lie between + 2g and — 20. 
27. Show that, if p be greater than unity, then for all real 
values of z, the expression 
2%-92+р? | pulp ph 
s + on + p° lie between Es! and pod 
98. Prove that if equation «?+4y?-—8r+12=0 is to be 
satisfied by real values of z and y, 2 must lie between 2 and 6 
and y must lie between — 1 and 1. 


29. Show that the expression 
(2° - a)(a* +3л + ЗЙт* — 2-9) + 10 

a +52+7 

is positive for all real values of 2, 


fasia siesta 
বিন্যাস ও সমবায় 


( Permutations and Combinations ) 


2.1. DA (Permutation) 3 কতিপয় বস্তু হইতে উহাদের 
নির্দিষ্টদংখ্যক কয়েকটিকে অথবা প্রদত্ত বস্তুসমূহের সবগুলিকে লইয়া সম্ভাব্য 
সকল প্রকার বিভিন্ন ক্রমে নাজাইলে যে সকল বিভিন্ন ক্রম (order) পাওয়! যায়, 
তাহাদের গ্রত্যেকটিকে একটি বিন্যাস «c | 

মনে কর, a, b, о তিনটি বিভিন্ন «=; ইহাদের নির্দি্টসংখ্যক ,কয়েকটিকে, 
মনে কর, ছুইটিকে, সম্ভাব্য সকল প্রকারে লইলে, (a, b), (৫, o), (b, c) হইল 1 
ইহাদিগের আবার সম্ভাব্য সকল বিভিন্ন ক্রমে সাজাইলে, 

ab, ba; ac, ca ; bo, cb, এই ছয়টি বিভিন্ন ক্রম পাওয়া গেল ; ইহাদের 
প্রত্যেকটি তিনটি বিভিন্ন বস্তু a, b ও c এর দুইটি দুইটি করিয়! লওয়ার একটি 
বিন্যাস | স্পষ্টই তিনটি বিভিন্ন বস্তুর দুইটি দুইটি করিয়! লওয়ার মোট বিন্যাস- 
সংখ্য! BT 

আবার, a, b ও c তিনটি বস্তুর সবগুলিকে একসঙ্গে লইয়া বিভিন্ন ক্রমে 
সাজাইলে, 

abe, acb, bac, bea, cab, cba, এই যে ছয়টি বিভিন্ন ক্ৰম "en যায়, 
ইহাদের প্রত্যেকটি তিনটি বিভিন্ন qua, ৮ ও c এর সবগুলি একসঙ্গে লওয়ার 
একটি Ra, এবং স্পষ্টই তিনটি বিভিন্ন বস্তুর সবগুলি একসঙ্গে লওয়ার মোট 
বিশ্যান-সংখ্য। ছয় | 

এস্থলে লক্ষণীয়, তিনটি বিভিন্ন বস্তু a,b ও ০ দ্বারা সম্ভাব্য সকল বিভিন্ন 
প্রকারে দুইটি স্থান পূর্ণ করিলে তিনটি বিভিন্ন বস্তুর দুইটি দুইটি করিয়া লওয়ার 
বিস্াসগুলি পাওয়া যায়; এবং সম্ভাব্য সকল বিভিন্ন প্রকারে তিনটি স্থান পূর্ণ 
করিলে তিনটি বিভিন্ন qua সবগুলি একসঙ্গে লওয়ার বিন্তাসগুলি পাওয়া যায়। 


2.2. ASAE (Combination)? কতিপয় বন্ধ হইতে উহাদের 
নিদ্দি্টদংখ্যক কয়েকটিকে অথবা উহাদের সবগুলিকে সম্ভাব্য সকল বিভিন্ন প্রকারে 
ক্রম-নিরপেক্ষভাবে নির্ববাচন (selection) করিলে, অথবা উহাদের লইয়1 সম্ভাব্য 
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সকল প্রকারে ক্রম-নিরপেক্ষভাবে দল (group) গঠন করিলে, 8 সকল নির্বাচন 
বা দলের প্রত্যেকটিকে একটি সমবায় বলে। 
মনে কর, a, b ও ০ তিনটি বিভিন্ন বস্তু; ইহাদের মধ্য হইতে лет 
কয়েকটি, মনে কর, দুইটি করিয়! সম্ভাব্য সকল প্রকারে ক্রম-নিরপেক্ষভাবে 
নির্বাচন করিলে, অথবা দুইটি দুইটি লইয়া ক্রম-নিরপেক্ষভাবে দল গঠন করিলে, 
ab, ac ও be এই যে তিনটি বিভিন্ন নির্বাচন বা দল পাওয়া গেল, ইহাদের 
প্রত্যেকটি তিনটি বিভিন্ন বস্তু a, b ও о এর দুইটি দুইটি করিয়া লওয়ার একটি 
সমবায়। বিশেষভাবে মনে রাখিতে হইবে যে, সমবায়ে ক্রম-নিরপেক্ষভাবে 
বস্তগুলি নির্বাচন কর] হয়, অথবা বস্তগুলির দ্বারা দল গঠন কর] হয় বলিয়া, 
সমবায়ে বস্তুসমূহের অবস্থান বা ক্রম-বিবেচ্য নহে, ইহা একেবারেই অবান্তর; 
তাই সমবায়ে, 
‘ab ও ba একই, বিভিন্ন নহে, 
ac ও ca একই, বিভিন্ন নহে, 
bo ও cb একই, বিভিন্ন নহে। 
আবার, a, b ও с বিভিন্ন বস্তু তিনটিকে একসঙ্গে লইয়া সমবায় গঠন 
করিলে, একটিমাত্র সমবায় abo পাওয়া যাইবে | এক্ষেত্রে, abc, acb, bac, 
bea, cab, cha বিভিন্ন সমবায় নহে, একই | 
বিশেষ দ্রষ্টব্য ? পূর্বের অনুচ্ছেদ দুইটি হইতে বিদ্যা ও সমবায়ের 
পার্থক্য স্পষ্টই উপলব্ধি হইবে। 
(1) বিন্যাসে বস্তসমূহের ক্রম-বিবেচা, কিন্তু সমবায়ে বস্তসমূহের ক্রম-বিবেচ্য 
নহে, ক্রম-অবাস্তর 1 
ক্রম-বিবেচ্য বলিয়া, ab ও ba দুইটি fest" ; 
কিন্ত ক্রম-বিবেচ্য নহে বলিয়া, ab ও ba দুইটি সমবায় নহে, একই সমবায় | 
৫, ও ০ তিনটি বিভিন্ন বস্তুর দুইটি দুইটি করিয়া লইলে, 
ক্রম-বিবেচ্য বলিয়া, বিশ্যাস পাওয়া যায় ab, ba, ac, са, bo, cb এই ছয়টি ; 
কিন্ত করম-বিবেচ্য নহে বলিয়া, সমবায় পাওয়া যায় ab, ৫০:3০ এই তিনটি। 
আবার 2 তিনটি বিভিন্ন বস্তুর সবগুলিকে একসঙ্গে লইলে, 
ক্রম-বিবেচ্য বলিয়া, সমবায় পাওয়া যাইবে abc, acb, bea, bac, cab, 
cha এই ছয়টি ; 
কিন্ত করম-বিবেচ্য নহে বলিয়া, সমবায় পাওয়া যাইবে abo, এই মাত্র একটি। 
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(2) বস্তুসমূহের নিদ্দিষ্টসংখ্যক কয়েকটিকে সম্ভাব্য সকল প্রকারে লইলে 
সমবায় গঠিত হয়; 

আর এই দমবা়গুলির প্রত্যেকটিকে সম্ভাব্য সকল প্রকার ক্রমে সাজাইলে 
বিন্যাস পাওয়া যায়। 

তাই, বিশ্যাস-সংখ্যা সাধারণতঃ (প্রায় সর্ববক্ষেত্রেই ) সমবায়-সংখ্যা অপেক্ষা 
বৃহত্তর | À 

23. একি eter afs] (Lemma) 2 যদি একটি 
কাধ্য messe বিভিন্ন উপায়ে বা প্রক্রিয়ায় নিষ্পন্ন করা যায়, এবং 
এ ॥-সংখ্যক উপায়ের যেকোন এক উপায়ে কার্খ্যটি নিষ্পন্ন করা হইলে, 
যদি দ্বিতীয় একটি কাৰ্য্য ॥-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বা! প্রক্রিয়ায় নিষ্পন্ন করা 
যায়, তাহা হইলে কাৰ্য্য দুইটি, প্রথমটির পরে দ্বিতীয়টি mxn বিভিন্ন উপায়ে 
বা প্রক্রিয়ার নিষ্পন্ন করা যায়। আবার, এই mx n বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন 
এক উপায়ে প্রথম কাৰ্য্য দুইটি নিষ্পন্ন হইলে, যদি তৃতীয় একটি erg ॥-সংখ্যক 
বিভিন্ন উপায়ে বা প্রক্রিয়ায় নিষ্পন্ন করা যায়, তাহা হইলে, কার্য তিনটি 
পর পর, m x nx p বিভিন্ন উপায়ে বা প্রক্রিয়ায় নিষ্পন্ন কর! যায় এবং এইরূপে 
অগ্রসর হইলে যে-কোন সংখ্যক কার্য পর পর, 

m < n x p X 

বিভিন্ন উপায়ে বা প্রক্রিয়ায় fep কর! ষায়। 

(If there are m different ways of doing a thing, and when 
it is done in any of the m ways if there are n different ways of 
doing a second, then the two may be done one after another 
in mXn different ways; again when the first two have been 
done in any of the m * n different ways, if thero are р ways 
of doing a third, and so on, then the total number of 


ways in which all of them may be done, one after another, is 
হা) ১৫১৫1) ১৫০০০, k 


নিয়ে প্রদত্ত উদাহরণ দুইটি দ্বারা উপরিউক্ত প্রতিজ্ঞাটির ব্যাখ্যা করা 
হইতেছে : 

উদ, 1. Suppose there are five routes for going from a place 
A to another place B and six routes for going from B to a third 


place C. Find in how many different ways can a person go from 
A to O via B. 


4 হইতে В তে যাইবার 100 বিভিন্ন পথ আছে; সুতরাং 4 হইতে p তে 
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পাঁচটি বিভিন্ন উপায়ে যাওয়া যাইতে পারে, অর্থাৎ, 4 হইতে B তে যাইবার 
কাধ্যটি পাচটি বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন করা যাইতে পারে । এই পাচ উপায়ের, 
যে-কোন এক উপায়ে 4 হইতে p তে যাইবার কার্ধ্যটি favis হইবার পর, 
в হইতে 0 তে যাইবার ছয়টি বিভিন্ন পথ আছে বলিয়া ছয়টি বিভিন্ন উপায়ে 
в হইতে 0 তে যাইবার MH Aea হইতে পারে। তাহা হইলে, দেখা 
যাইতেছে, 


4 হইতে B তে যাইবার প্রতিটি উপায়ের জন্য B হইতে 0 তে যাইবার 
ছয়টি উপায় আছে; এখন, А হইতে В তে যাইবার পাচটি উপায় আছে) 
4 হইতে BRET 0 তে যাইবার 6 + 6+6 +6 +6 = 30 উপায় 
= (ti অংশের পথের সংখ্যা ) x (দ্বিতীয় অংশের পথের সংখ্যা) উপায়। 


সাধারণভাবে, যদি একটি কাৰ্য্য %-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন করা যায়, 
এবং ওঁ %-সংখ্যক উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে কাধ্যটি frie হইলে, 
দ্বিতীয় একটি 416 %-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে নিপ্রন্ন করা যায়, তাহা৷ হইলে, 
অনুরূপ যুক্তি দ্বারা প্রমাণ কর! যায় যে, AT দুইটি man বিভিন্ন উপায়ে 
নিষ্পন্ন কর! যাইতে পারে। 


সাধারণভাবে, অনুরূপ যুক্তি দ্বার! প্রমাণ করা যায় যে, যদি একটি কাধ্য 
॥-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন করা যায় এবং এ %-শংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের 
যে-কোন এক উপায়ে কাধ্যটি নিষ্পন্ন হইলে, যদি দ্বিতীয় একটি কাধ্য ॥-সংখ্যক 
বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন কর! যায়, তাহা হইলে, কার্য্য দুইটি প্রথমটির পরে 
দ্বিতীয়টি m x ॥-শংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন কর! যায় ; আবার এই m x n- 
সংখ্যক উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে প্রথম কাধ্য দুইটি fers হইলে, যদি 
তৃতীয় একটি কাধ্য p বিভিন্ন উপায়ে fast করা যায়; তাহা হইলে কাধ্য 
তিনটি পর পর, mx n x p বিভিন্ন উপায়ে নিষ্পন্ন করা যায়। 

Ф|. 2. Find the number of different ways in which four 
persons can be accommodated in three different chairs. 

চারিজন লোকের যে-কোন একজন তিনখানা চেয়ারের প্রথম খানাতে 
বগিতে পারে ; এক এক জন বিলে এক একটি ভিন্ন উপায়ে প্রথম চেয়ারখানি 
পূর্ণ করা হইবে; স্থৃতরাৎ প্রথম চেয়ারখানি চারিটি বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা 
যায়। এখন, প্রথম চেয়ারখানি এই চারিটি বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক 
উপায়ে পূর্ণ করা হইলে, অর্থাৎ চারিটি লোকের যে-কোন একজন প্রথম 
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চেয়ারখানিতে ясат, আর তিনজন লোক অবশিষ্ট থাকে। এই তিনজন 
লোকের যে-কোন একজন দ্বিতীয় চেয়ারখানিতে বসিতে পারে বলিয়া, প্রথম 
চেয়ারখানি চারিটি বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে পুর্ণ করা হইলে, 
দ্বিতীয় চেয়ারথানি তিনটি বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ হইতে পারে; এবং প্রথম চেয়ার- 
খানিকে পূর্ণ করিবার চারিটি বিভিন্ন উপায়ের সহিত দ্বিতীয় চেয়ারখানিকে 
পু করিবার তিনটি বিভিন্ন উপায় সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, প্রথম চেয়ার 
দুইখানিকে 4 x ৪টি বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা৷ যায়। 


আবার, প্রথম চেয়ার ছুইথানিকে дж 8টি বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক 
উপায়ে পুর্ণ করিবার পরে আর দুইজন লোক অবশিষ্ট থাকে; সুতরাং, 
প্রথম চেয়ার ছুইখানিকে 4x3 উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে পূর্ণ করিলে, 
তৃতীয় চেয়ারখানিকে ছুই উপায়ে পূর্ণ কর! যাইতে পারে। এখন, প্রথম 
চেয়ার ছুইখানিকে 4 x ৪ উপায়ে পূর্ণ করিবার প্রত্যেক উপায়ের সহিত তৃতীয় 
চেয়ারখানিকে দুই উপায়ে পূর্ণ করিবার প্রত্যেক উপায় সংযুক্ত কর! যায় 
বলিয়া, চারিটি লোক তিনখানা চেয়ারে মোট 4х8х9 বা 94টি বিভিন্ন 
উপায়ে বসিতে পারে | 


বিশেষ адау: লোক চারিটিকে a, b, ০, a নাম দিলে যে 94টি বিভিন্ন 
উপায়ে শূন্য চেয়ার তিনখানি পূর্ণ করা যায় তাহার! হইতেছে : 
abe, abd, acb, acd, adb, ade, 
bac, bad, bea, bed, bda, bde, 
cab, cad, cba, cbd, cda, edb, 
dab, dac, dba, dbe, dca, deb. : 
আবার, চারিটি বিভিন্ন qw a, b, ০ a হইতে তিনটি তিনটি করিয়া লইয়া 
বিন্যাস গঠন করিলে, অর্থাৎ, চারিটি বিভিন্ন qu a,b, c, d. হইতে তিনটি 
তিনটি করিয়া বস্তু সম্ভাব্য সকল প্রকারে লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকার বিভিন্ন 
ক্রমে সাজাইলে, উপরের 94টি বিভিন্ন ক্রমই পাওয়া aty | aean, চারিটি 
বিভিন্ন বস্তু হইতে তিনটি তিনটি করিয়া! লইবার বিহ্যাস-সংখ্যা ও যত বিভিন্ন 
উপায়ে চারিটি বিভিন্ন বস্তু দ্বারা তিনটি "9 স্থান পূর্ণ করা যাইতে পারে, 
তাহাদের সংখ্যা একই | সাধারণভাবে, বলা যাইতে পারে £ 
ম-নংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে --সংখ্যকটি করিয়া লইয়! বিন্যাস- 
দংখ্য। ও যত বিভিন্ন উপায়ে ॥-সংখ্যক বিভিন্ন ag দ্বারা г-у 
শুন্ত্থানপূর্ণ কর! যাইতে পারে, তাহাদের সংখ্যা একই | 
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274. ree =a লউক্সী॥ Ra fefem 
388 বিন্ডাস-সংখ্য| (Чен [To find the number of 
permutations of n dissimilar things taken r at a time. ] 


পূর্বেই বলা হইয়াছে যে, ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর 
বিশ্যাস-সংখ্যা এবং %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু দ্বারা /-সংখ্যক স্থান যে সকল বিভিন্ন 
উপায়ে পুর্ণ করা যায় তাহাদের সংখ্যা একই | 


%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর যে-কোন একটিকেই প্রথম স্থানে রাখা যায় বলিয়া, 
প্রথম স্থানটি £-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ কর! যায়। 


প্রথম স্থানটিকে %-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে পূর্ণ করা 
হইলে, অর্থাৎ, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর যে-কোন একটিকে প্রথম স্থানে রাখিলে, 
(॥- ])-সংখ্যক বস্তু অবশিষ্ট থাকে, এবং এই (-3)-সংখ্যক বস্তুর যে-কোন 
একটিকেই দ্বিতীয় স্থানে রাখা যায় বলিয়া, দ্বিতীয়টি (॥-1)-সংখ্যক বিভিন্ন 
উপায়ে পূর্ণ কর! যায়। 


এখন, প্রথম স্থানটিকে পূর্ণ করিবার %-মংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেক 
উপায়ের সহিত দ্বিতীয় স্থানটিকে পূর্ণ করিবার (%-1)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায় 
সংযুক্ত কর! যায় বলিয়া, প্রথম দুইটি স্থানকে 7(॥-1)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে 
পূর্ণ কর] যায়। 


প্রথম স্থান দুইটিকে এই nin- 1) বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে 
পুর্ণ করা হইলে, (৮-_9)-সংখ্যক বস্তু অবশিষ্ট থাকে, এবং এই (%-_9)-সংখ্যক 
বস্তুর যে-কোন একটিকেই তৃতীয় স্থানে রাখা যায় বলিয়া, তৃতীয় স্থানটি 
(০-2)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা যায়। এই (%-9)-সংখ্যক বিভিন্ন 
উপায়ের প্রত্যেক উপায়ের সহিত প্রথম দুইটি স্থান পূর্ণ করিবার n(n-1) 
বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটি উপায় সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, প্রথম তিনটি স্থান 
n(n — 1)(n - 2) বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা যায়। 

অনুরূপ যুক্তি দ্বারা প্রমাণ কর! যায় যে, প্রথম তিনটি স্থান পূর্ণ করিবার 
%(%,_1)0/-9)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটির সহিত চতুর্থ স্থান পূর্ণ 
করিবার (ম-8)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত করা যায়। 
অতএব, প্রথম চারিটি স্থান যে সকল বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা যায় তাহাদের 
সংখ্যা হইতেছে n(n — 1)(n - 2)(n — 3). 


XI—E. M. 4 
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স্পষ্টই দেখা যাইতেছে, 
(1) স্থানগুলি পূর্ণ করিবার বিভিন্ন উপায়ের মোট সংখ্যা হইতেছে 
বতগুলি স্থান পূর্ণ কর! হর ততগুলি গুণকের গুণফলের সমান; 
(2) গুণকগুলি এরূপ একটি সমান্তর-শ্রেণী যাহার প্রথম পদ x, এবং 
সাধারণ অস্তর — 1. 
এই নিয়ম অনুসারে, ?-সংখ্যক স্থান পূর্ণ করিবার বিভিন্ন উপায়সমূহের 
মোট সংখ্যা 
= n(n – 1)(n — 2)(%- 3)------/-তম উৎপাদক পৰ্য্যন্ত 
= n(n — 1)(n — 2) — ৪)---৮**17৮- (r — 1) 
= n(n — 1)(%—9)(%— 8) (n-r+1). 
অতএব, ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া, %-সংখাক বিভিন্ন বস্তুর বিন্যাস-সংখ্য! 
= n(n ~ 1)(n ~ 2)(п —3)---(n - r +1). 
দ্রষ্টব্য ? ইহা সুস্পষ্ট যে, % ও? উভয়ই ধনাত্মক পুর্ণ সংখ্যা, এবং o < n. 
(т, n অপেক্ষা বৃহত্তর নহে, হয় % এর সমান, বা % অপেক্ষা SERIES |) 
অনুসি. 1. %-সংখ্যক বস্তুর সবগুলি লইয়া গঠিত বিন্যাসের মোট সংখ্য! 
=n(n— 1)(n — 2)-১%-সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত 
7 n(n — 1)(n — 9)----..3.9.1 
=1 হইতে আরম্ত করিয়! n পর্য্যন্ত সবগুলি পূর্ণ সংখ্যার ক্রমিক 
গুণফল, বা ॥ হইতে আরম্ভ করিয়! 1 পর্য্যন্ত সবগুলি পূর্ণ 
সংখ্যার গুণফল | 
এই গুণফলটিকে [п বা n ! প্রতীক দ্বারা স্থচিত কর! হয় এবং প্রতীকটিকে 
ফ্যা্টরিয়াল n (factorial n) রূপে পড়া £3 | 
অতএব, [n=1.9.3......n, বা n(n — 1) — 9)......3.9.1. 
এইরূপ, [5=5.4.8.2.1; 
17=7.6.5.4.3,9.1, 
আবার, [n =n(n - 1)(n — 9)(n – 3)(n — 4)---:3.9.1 
=n|n-1=n(n- 1)|»—9, ইত্যাদি। 
অনুসি. 2. 7-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর মোট 
বিশ্বাস-সংখ্যাকে np, গ্রতীকটি দ্বারা সুচিত করা zz | 
. "P. n(n- 1)(a -2)n - 8)------ (n7 r1); 
এবং "P, n(n 1)(n- 2Y(n 73):--3.2.1. = |n. 
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আবার, "P, = n(n — 1)(0-— 2): 7731) 

rs i= «store Dar DSI 

п 1) = 2)--(n= r+ 107) — r-1)732.1 
(n—r)(n-r-—1)-*::8.9.1. 


1 হইতে n পৰ্য্যন্ত পূর্ণ সংখ্যাগুলির ক্রমিক গুণফল 
1 হইতে (n — r) পৰ্য্যন্ত পূর্ণ সংখ্যাগুলির ক্রমিক গুণফল 
ই 
n-r 
দ্রষ্টব্য 8 "P= n(n- 1)----"-8.9.1 
আর, "P..-n(n-1)7582. 2৮72-22-55 


স্পষ্টই, „ел, অথবা, %- 1 হইলে, "P, এর মান চরম SBCA | 
agM. з. 10 প্রতীকটির esi 


agf. 2 হইতে, 
па и 
Рае 


с 7187 কিন্ত "2-9; 
219; TEE 
৪ বা,10-18-1, 


2047: 1% এর সংজ্ঞা হইতে স্পষ্টই বুঝা যায় যে, [0 অর্থহীন) অতএব, 
LO কে 1 মানবিশিষ্ট একটি প্রতীকরূপে গণ্য করিতে হইবে 1 


2:5. +-সংখ্যকটি করিয়া! লইয়া %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর বিন্যাস গঠন 
করিলে, এই সকল বিন্যাসের যেগুলিতে একটি নির্দিষ্ট বস্তু থাকে সেইগুলির 
সংখ্যা নির্ণয় [To find the total number of permutations of 
n dissimilar things taken + at a time, in which а particular 
thing always occurs. ] 

£%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে a. Gp, аз, а,....... an দ্বারা সুচিত কর। 
ইহাদের +-সংখ্যকটি করিয়া লইয়! বিভিন্ন বিন্যাস গঠন করা হইলে, সেই সকল 
বিন্যাসের যতগুলিতে একটি নির্দিষ্ট qg, মনে কর, ar, থাকে তাহাদের সংখ্যা 
নির্ণয় করিতে হইবে। 

a, বস্তটিকে পৃথক্‌ করিয়া রাখিয়া অবশিষ্ট (॥- 1)-সংখ্যক বস্তু হইতে 
(৮-3)-সংখ্যকটি লইয়া বিস্তাস গঠন করিলে *-*/৮-,-নংখ্যক বিন্যাস পাওয়া 
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যাইবে। এখন এই সকল বিশ্যাসের প্রত্যেকটিরই প্রথমে আলাদা করিয়া 
রাখা a, বস্তুটি স্থাপন করণ যায় বলিয়া, স্পষ্টই 
(1) *-০৮-হসংখ্যক বিশ্যাসগুলির প্রত্যেকাটই ?-সংখ্যক বস্তুবিশিষ্ট 

হইবে; 

এবং (д) এই সকল বিশ্যাসগুলির প্রথমে а, থাকিবে) 

অতএব, %-সংখ্যক বস্তু হইতে ?-সংখ্যক লইয়া বিন্যাস গঠন করিলে, 
যাহাদের প্রথমে а, থাকে তাহাদের সংখ্যা PEP, a. 

অনুরূপ যুক্তি সাহায্যে প্রমাণ করা যায় যে, %-সংখ্যক বস্তু হইতে ?-সংখ্যকটি 
লইয়া বিশ্বাস গঠন করিলে, যে বিন্যাসগুলির দ্বিতীয় স্থানে а, থাকে তাহাদের 
সংখ্যাও ”-৮-২, যে বিন্যাসগুলির তৃতীয় স্থানে a, থাকে তাহাদের সংখ্যাও 
n-i DE 

এইরূপে এ বিস্তাসগুলির চতুর্থ, পঞ্চম প্রভৃতি যেস্থানেই а, থাকুক না কেন, 
প্রতিবারেই বিষ্তাস-সংখ্যা হইবে "CP, Q2 এখন, এইরূপ +-সংখ্যক স্থানে 
a, কে বসানো যায় বলিয়া, Pets বিশ্যাস-সংখ্যা = r.” Pr. 

অন্মুসি.। স্পষ্টই 2 সকল বিশ্যাসের যেগুলিতে একটি নির্দিষ্ট বস্তু কখনই 
থাকে না সেগুলির সংখ্য! ="-1p,. 

অতএব, np,=n-1P,+rv.n-1P,_,, 

26. অন্ত, 2.4« প্রতিপন্ন উপপাছের বিকল্প প্রমাণ £ +-সংখ্যকটি 
করিয়া 91811 %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর বিন্যাস-সংখ্য| নির্ণয় | 

বিভিন্ন বস্তুসমূহকে ৫,, a5, ৫৪,......৫% দ্বার! সুচিত করা হইল | 

বিশ্যাসগুলি পৰ্য্যালোচনা করিলে দেখা যায়, উহাদিগকে প্রথম স্থানে ay 
বস্তবিশিষ্ট বিশ্যাসগুলির দলে, প্রথম স্থানে а, বস্তুবিশিষ্ট বিন্যাসগুলির দলে, 
ইত্যাদিরূপে বিভিন্ন দলে বিভক্ত করিয়া রাখা যায়; অতএব, 

бсб বিশ্যাসগুলির সংখ্যা, অর্থাৎ 

"P,=প্ৰথম স্থানে а, বস্তবিশিষ্ট বিন্যাসগুলির সংখ্যা 
+» ® ag " » ” » 


+” ” Gg " » ” » 


Ton "7 in " » » » 
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এখন, প্রথম স্থানে a, বস্তুবিশিষ্ট বিশ্যাসগুলির সংখ্যা ="-1р,_, 


= LÀ LÀ аз LÀ » » » » 

= » » Gs » » » » » 
E 

= ” » Qh » ” » » » 


অতএব, বন্তগুলির সংখ্যা % বলিয়া, 
pes хе Ре; 
অনুরপ যুক্তি-সাহায্যে প্রমাণ করা যায়, 
пр, ўе (п -1) সপ Pas 


ыжы] ¿MEN =(n- 2) x anh Pay ; 


টি Tl (n ан 9) х এ 
এবং * 1D, =(n-r+ 1). 
্তস্তক্রমে গুণ করিয়া এবং উভয় পক্ষ হইতে সাধারণ গুণনীয়কগুলি 
অপসারণ করিয়া, 
"*Р„=зщв-— 1(n—2)----(n—r- 9(n—r- 1). 
উদ. 1. Find the value of *P,. 
° p, — 4fo করিয়া লইয়া 6টি বস্তুর বিশ্যাস-সংখ্য। 
= 6.5.4.8 = 800. 
Gel. 2. How many numbers can be formed taking only 3 
out of the 5 digits 1, 2, 3,4, 5 ? 
প্রদত্ত 5টি অঙ্ক হইতে ৪টি করিয়৷ লইয়া বিভিন্নক্রমে সাজাইলে প্রত্যেক- 
বারই একটি নূতন সংখ্য। পাওয়া যায় বলিয়া, নির্ণেয় সংখ্যাগুলির সংখ্যা 
= 8টি করিয়া লইয়া 5টি বস্তুর বিন্যাস-সংখ্যা 
=P, =5.4.8= 60. 
উদ1.8. If"P,:"P,=1:9, find n. 


aping’ বা, 2৮৮০৭) 

`. 2n(n -1)00/- 2)(n — 3) 2 n(n — 1)(n — 2)(n — 3Y(n — 4Y(n — 5). 
%-ঘটিত এই সমীকরণটির %=0, 1, 9, 3 কোন সমাধান হইতে পারে না, 
কারণ 1,9 অথবা 9টি বস্তু হইতে 4টি অথবা 6টি করিয়া লইয়া বিন্যাস-গঠন 
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অর্থহীন; অতএব, উভয় পক্ষ হইতে n(n — 1)(n — 9)(n — 3) সাধারণ গুণনীয়ক- 
গুলি অপসারণ করিয়া, (z — 4)(n — 5) = 2. 
বা, n?-9n+18=0, বাঁ (n-3)(n-6)=0; 
n=8, 4, 6. 
কিন্তু % এর 8 মানটি অগ্রহ্ণীয় বলিয়া (কারণ উপরে বিবৃত হইয়াছে ) 
বর্জন করিয়া, n-0. 
উদ. 4. Prove that [20 — 2°.1.8.5.......(д®—1)[. 
|2n = 1.9.3.4.5......(9n — 1).9n 
= 11.8.5.......(2n – D} x (.4.6......9n) 
= 1.8.5......(9n — 1) x ((2.1)(2.9).(9.3)... ...(8.2)] 
2 1.8.5......(8n — 1).2".(1.9,8......) 
= 2^.1,8.5......(2n - 1) Ln. 
উদ]. 5. Of the different words that can be formed from the 
letters of the word courtesy, how many will begin with c and 
end with y ? 
৪টি বিভিন্ন অক্ষর ৫, о, и, r, t, е, в, y আছে। শব্দসমূহের আদিতে এবং 
অস্তে সর্বদাই с এবং у থাকিবে বলিয়া, অন্তর্বর্তী 6টি অক্ষরকে উহাদের 
সবগুলিকে লইয় যত বিভিন্ন উপায়ে সাজানো যায় ততগুলিই শব্দ হইবে | 
নিৰ্ণেয় শব্দ-সংখ্যা = ° P, =6.5.4.3.2.1 = 720. 


উদ]. 6. In how many ways can the 7 letters 4, B, C, D, E, | 
F, G be arranged so that B and О may always occupy contiguous 
positions ? 


B এবং 0 সৰ্ব্বদাই «cr থাকিবে বলিয়া, উহাদিগকে.7 এর পরে 0 কে 
একটি বন্ধন-ভুক্ত FRI রাখ এবং এই বন্ধনী-ভুক্ত (ВО) কে একটি বস্তু মনে 
করিয়া, A, (BO), D, E, P, G 

এই 6টি বিভিন্ন বস্তুকে সবগুলি একসঙ্গে লইয়া! নিজেদের মধ্যে কত বিভিন্ন 
উপায়ে সাজানো যাইতে পারে তাহা নির্ণয় করিতে হইবে | 

স্পষ্টই এইরূপ বিশ্যাস-সংখ্যা =° P, = |6 = 6.5.4.8.9.1 = 790. 

এই 120টি বিশ্যাসের প্রত্যেকটিতে В এবং 0 একসঙ্গে আছে, কিন্তু p এর 
পরে 0 আছে। 0 এর পরে B থাকিয়াও উহার! একসঙ্গে থাকিতে পারে | 
অনুরূপ উপায়ে প্রমাণ করা যায় যে, এইরূপ বিন্যাস-সংখ্যাও 790, 


বিন্যাস ও সমবায় ce 


প্রদত্ত 7টি অক্ষর দ্বার! বিভিন্ন বিন্যাস গঠন করিলে, তাহাদের মধ্যে 
যতগুলিতে B এবং 0 পাশাপাশি থাকিবে তাহাদের সংখ্যা x 790 71440. 
Bri. 7. In how many ways can the letters of the word 


valedictory be arranged so that the vowels may never ‘be 
separated ? 


স্বরবর্ণগুলি সর্বদা aen থাকিবে বলিয়া, উহাদিগকে যে-কোন ক্রমে, 
ধরা যাক а, তারপরে е, তারপরে $ এবং তারপরে о এই ক্রমে সাজাইয়া একটি 
বন্ধনী-তুক্ত করিয়া রাখিলে, ৪টি বিভিন্ন 49 v, 1, d, ০, t, 7, Y, (асо) পাওয়া 
যায়। ইহাদের সবগুলি লইয়! সম্ভাব্য সকল প্রকারে নিজেদের মধ্যে সাজাইলে, 
যে সকল বিন্যাস পাওয়। যায় তাহাদের সংখ্য! 
= ° P, = |8=8.7.6.5.4.3.9.1 = 40320. 


এই বিন্যাসগুলিতে স্বরবর্ণগুলি একসঙ্গে এবং a, e, i, o এই ক্রমে আছে। 
কিন্ত উহার! যে-কোন ক্রমে থাকিয়াও একসঙ্গে থাকিতে পারে, এবং অনুরূপ 
যুক্তি-সাহায্যে প্রমাণ করা যায় যে, স্বরবর্ণসমূহের যে-কোন ক্রমের জন্যই মোট 
বিন্তাস-সংখ্যা হইবে 40390. এখন স্বরবর্ণগুলির সংখ্য! 4 বলিয়া, উহাদিগকে 
LL ай 24টি বিভিন্ন উপায়ে ব! ক্রমে নিজেদের মধ্যে সাঁজানো যাইতে পারে। 
অতএব, প্রতি ক্রমের জন্য মোট বিন্তাস-সংখ্যা 40320 হয় বলিয়া, 


facta বিন্যাস-সংখ্য!= 40320 x 24 = 967680. 


দ্রষ্টব্য ? যদি বল! হইত যে হ্বরবর্ণগুলি কেবলমাত্র পাশাপাশি থাকিবে না, 
অধিকন্ত তাহারা পরস্পরের সম্পর্কে কোন নিদ্দিষ্ট অবস্থানে থাকিবে, তাহা 
হইলে নির্ণের RIAA হইত 40320. 


উদ!. 8. Find the number of ways in which the letters of 
the word machine can be arranged such that the vowels may 
occupy only odd positions. 

এস্থলে, 7টি বর্ণের মধ্যে 4টি ব্যঞ্রনবর্ণ এবং 3টি স্বরবর্ণ; 1টি স্থানের মধ্যে 
স্বরবর্ণ তিনটিকে প্রথম, তৃতীয়, পঞ্চম ও সপ্তম এই চারিটি অযুগ্ম-সংখ্যক স্থানের 
যে-কোন তিনটিতে বসাইতে হইবে। স্পষ্টই, স্বরবর্ণ তিনটিকে ‘pa বা 
4২ 3৯2, বা 24টি বিভিন্ন উপায়ে Te স্থানগুলিতে বদানো যাইতে 
পারে। এখন স্বরবর্ণ তিনটিকে যে-কোন এক উপায়ে সাজাইলে, যে চারিটি 
স্থান অবশিষ্ট থাকে সেই চারিটি স্থানে 479941 চারিটিকে *Р, বা [£ বা 
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94টি বিভিন্ন উপায়ে বসানো যাইতে পারে | অতএব, স্বরবর্ণ তিনটিকে 9টি 
উপায়ে অযুগ্য-সংখ্যক স্থানগুলিতে বসানো যায় বলিয়া, 
Prieta বিল্যাস-সংখ্যা = 24 x 24 = 576. 
উদা.9. You are given 8 balls of different colours (black, 
white, red, yellow, green, blue, indigo, violet); in how many ways 


сап you arrange them in a row so that the black and white 
balls may never come together ? 


আটটি বলকে একসঙ্গে লইয়া বিশ্বাস গঠন করিলে মোট বিস্তাস-সংখ্যা 
হইবে °P, 9118. উদ্দা.6 এর অনুরূপ যুক্তি-সাহায্যে প্রমাণ করা যায় যে, 
এই সকল বিন্যাসের যেগুলিতে কালো এবং সাদা বল দুইটি একসক্ষে থাকিবে 
তাহাদের সংখ্যা হইতেছে Ax P, বা 9 x7, 
অতএব, যে সকল বিন্যাসে উহারা একসঙ্গে থাকিবে ন! তাহাদের সংখ্যা, 
7|8-2x|7-8x|v-2x|7 
=(8 -2)|7=6 x 7.6.5.4.3.2.1= 80240. 


উদ. 10. Inhow many of the permutations of 7 things taken 
3 at a time will one particular thing (i) never occur, (ii) always 
occur, 


(i) নিৰ্দিষ্ট বস্তুটি 9j করিয়া রাখিয়া এবং ইহার wy কোন স্থান 
না রাখিয়াই, অবশিষ্ট (7-1) বা ছয়টি বস্তু হইতে তিনটি করিয়া [БП বিন্যাস 
গঠন করিলে যে বিশ্তাসগুলি পাওয়া যাইবে তাহাদের একটিতেও নির্দিষ্ট বস্তুটি 
থাকিবে না। 

নির্ণেয় সংখ্যা = ер, =6 x 5x 4=120. 

(i) সাতটি বস্তু হইতে 3টি করিয়া লইয়া বিশ্বাস রচনা করিলে মোট 
বিন্তাস-সংখ্যা হইবে "p, বা 756 x 5 বা 21081 এখন 190টি বিন্যাসে 
নিদ্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে না; অতএব, যে সকল বিন্যাসে নির্দিষ্ট বস্তুটি থাকিবে 
তাহাদের সংখ্যা = 210 — 190 — 90, 


উদ, 11. How many even numbers can be formed by taking 
only 3 out of the 5 digits 1, 2, 3,4, 5 2 


সংখ্যাগুলি її বলিয়া, উহাদের শেষে অর্থাৎ এককের স্থানে 9 অথবা 
4 থাকিবে। 

একে এককের স্থানে রাখিয়া দিয়া অবশিষ্ট (5—1) বা 4টি অঙ্ক দ্বারা 
অবশিষ্ট (8 — 1) বা এটি স্থান পূর্ণ করিয়া বিভিন্ন বিন্যাস রচনা করিলে, যে সকল 


বিন্যাস ও সমবায় ৫৭ 


সংখ্যা ATEN যাইবে তাহাদের শেষে 9 থাকিবে । অতএব, যে সকল সংখ্যার 
শেষে 2 থাকিবে তাহাদের সংখ্যা =P, =4х8=109, 
এইরূপে, 4 কে এককের স্থানে রাখিলেও মোট 19টি সংখ্য! পাওয়া যাইবে I 
মোট যুগ্ম-সংখ্যা 12 x 2 বা 2408 । 


ernie 6 


1. Find the values of : 


3 1 
2975, 5255 [6,8 TA 
2. Two persons go into a railway carriage whero there are 
six vacant seats. In how many different ways can they set 
themselves ? [ Calcutta, 1910 ] 
8. Find the number of permutations of the letters of the 
word Naresh taken all together. [ Calcutta, 1918 ] 


4. In how many other ways ean the letters of the word 
dogmatic be re-arranged ? 


5. Hight buses run between Caleutta and Dum Dum Airport. 
In how many different ways can a man go from Caleutta to 
Dum Dum Airport by a bus and return, always selecting a 
different bus for his return journey ? 

6. А man chooses 7 different professions for his 4 sons. In 
how many different ways can the sons take up the professions, 
if no two of them enter the same profession ? 


7. There are 22 stations on the Calcutta-Ranaghat line of 
the Sealdah division of Hastern Railway. How many different 
kinds of single third class tickets will be necessary so that it may 
be possible to book from any one station to another ? 


[ ইঙ্গিত £ প্রত্যেক station এ 21 রকম টিকেট থাকিবে 1] 


8. (a) If "P,—12x"P,, find n. 
(b) If °° P, — 13 x °° P,..,, find r. 
(9 IEP * P, : "** P,-1: 8, find m 
(d) It *"*1p, , : *?-1 p,—3 ; 5, find n. 
(e) It "7?^p, = 19 and "**" P, = 182, find m and n. 
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9. How many different signals may be formed by means of. 
12 different flags which can be hoisted 4 ata time above each 
other ? 


10. In how many of the permutations of 10 things taken 

4 at a time will one particular thing (i) always, (ii) never occur. 
{ Calcutta, 1936 ] 
11. In how many ways can the letters of the word Bengal be 
arranged? How many of these arrangements begin with В? 
How many of these arrangements begin with B and end with J? 
How many of these arrangements do not begin with B? How 
many of these arrangements begin with B but do nob end with 1? 


12. There are m men and n monkeys, n being greater than m ; 
find the number of ways in which each man may become the 
owner of one monkey. 


18. The first year class in a certain college consists of 
10 students of whom опе is а Mahomedan, one a Christian and 
the 'rest are Hindus; in how many ways can the students be 
arranged in a row if the Mahomedan and the Christian students 
have always to occupy extreme positions ? 


14. In how many of the permutations of n different things. 
taken all at a time 2 particular things will always be together ? 


15. Find how many words can be formed of the letters of the 
word Failure, the four vowels always coming together. 


[ Calcutta, 1940 ] 


16. Find how many words can be formed of the letters of the 
word Daughter, the vowels not being separated. [ Calcutta, 1946 ] 


17. You are given a gold mohar, a rupee, an eight-anna piece, 
а four-anna piece, a fwo-anna piece, a pice and a half-pice ; in 
how many ways can you arrange them in a line во that the 
copper coins may always stand in odd positions. 


18. Find how many different words can be formed with five 
given letters, of which three are consonants and two are vowels, 
no two consonants being juxtaposed in any word. 

[ Calcutta, 1929 ] 


19. Find the number of words beginning with a consonant 
and ending with a vowel which can be formed out of the letters. 
in the name of our great philosopher Brojen Sil, 


20. You are given а сору of each of the following books: 
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Todhunter’s Algebra, Hamblin Smiths’ Trigonometry, Tagore’s- 
Gitanjali, Bibhutibhusan’s Patherpanchali, К. P. Basu’s Geo- 
metry, Shakespeare's Hamlet, Fowler's Logic, Raghuvansam. 
In how many ways can you arrange these books on a shelf so 
that the mathematical books may always be put together. 


21. In the preceding example, in how many ways can the 
books be arranged so that the books on literature also may be 
put together. 


29. There are three works each of 2 volumes and two works 
each of 3 volumes; in how many ways can the 12 books be: 
arranged on а shelf so that volumes of the same work are not 
separated. 


23. How many words can be formed taking together 9 con- 
sonants out of 7 and one vowel out of 3 во that the vowel is 
always in between the two consonants ? [ Caleutta, 1922 ] 


24. (a) In how many ways can 10 examination papers be 
arranged so that the best and worst papers never come together. 
[ Caleutta, 1953 ] 


(b) Prove that in (n—-2)|m-1 of the permutations of 
n different things taken all at a time, two particular things will 
nof be together. 


25. On the Caleutta-Bongaon line of the Eastern Railway, 
there are 19 stations from Hridaypur to Bongaon ; if a booking 
clerk is to be appointed in each of these stations out of 
19 candidates of whom one is Oriya, one a Mahratta and the rest 
are Bengalees, find the number of ways of appointing the men 
so that the Oriya and the Mahratta may never be appointed in 
two consecutive stations. 


26. Find the number of arrangements that can be made of 
the letters of the word youngster so that the yowels may not 
all be in consecutive positions in any of them. 


27. In how many ways can 15 I. 8c. and 12 B. Se. candidates 
be arranged in a line so that no two B, Sc. candidates may 
occupy consecutive positions ? [ Patna, 1942 ] 

28. The number of permutations of n things, taken 3 af 
a time, in which one particular thing does not occur is equal to 
the number in which it always occurs, Find m. 
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29. (a) How many numbers each lying between 100 and 1000 
can be formed with the digits 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ? 


(b) How many numbers each lying between 3000 and 4000 
can be formed with the digits 1, 9, 8, 4, 5, 7 ? 


90. How many numbers each greater than 1000 can be formed 
with the digits 5, 6, 7,8, 9? 


91. How many numbers each lying between 10 and 1000 
can be formed with the digits 2, 8, 4, 0, 8, 9 ? 


92. How many odd numbers of 5 significant digits can be 
formed with the digits 5, 2, 0, 4, 7 ? 


83. Find the number of numbers less than 1000 and divisible 
by 5 which ean be formed with the digits O, 1, 9, 3, 4, 5, 6, 7; 
8, 9, each digit not occurring more than onco in each number, 

[ Calcutta, 1942 ] 

34. Prove that 


(i) "Py=(n-r+1) Реа 
(i) ®Ры=1+13Р,+9.2р,+3.2р, + +(n— 10778, 
(iii) 2.6.10.14--- to m factors 
= (n + 1)(» + 9)(n +3) +++ to n factors. 
35. If "Py_s/a="P,/b="Py+,/c, prove that b° = alb +c). 


সমবায় 
27. ॥-সংশ্যকু fefe ae Secs reese 
Sa MEN গলিত отаси সংখ্যা Refs | 
[ То find the number of combinations of n different things 
taken r at a time (r < n). ] 
মনে কর, নির্ণেয় সমবায়-সংখ্যা z. এই সকল সমবায়ের প্রত্যেকটির 
?-সংখ্যক বস্তুর সবগুলিকে লইয়া বিন্যাস রচনা করিলে, প্রত্যেকটি সমবায় 
হইতে |) সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে EAN, -সংখ্যক সমবায় হইতে মোট 
z x |?-সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যাইবে। কিন্তু প্রত্যেক সমবায়ের সবগুলি qw 
লইয়া সম্ভাব্য সকল প্রকার উপায়ে বিন্যাস রচনা করিলে, %-সংখ্যক বিভিন্ন qw 
হইতে ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত সবগুলি বিন্যাস পাওয়া যায়। 
zX|[r7 "P, 7n(n-1(n-2)--(n-r-1); [ অন্ন, 94] 
"P, _n(n - 1(n-92)--(n-74- 1) 
MEG d 


সমবায় ৬১ 
এখন, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে /-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত সমবায়- 


সমূহের সংখ্যাকে "О, দ্বার! স্থচিত করিলে, 
n - — 9)... - 
"O= = _n(n - Un : (n7 04-1), oy 


আবার, (1)-এর দক্ষিণ পক্ষের লব এবং হর উভয়কে [n-r দ্বারা গুণ 
করিলে, দেখা যায়, 
"C .,n(n- 1n - 2)-(n- r4 1)x|n-r 
т Я [rXin-r 


ভাট ৩১ 5o а) 


সমবায়-সংখ্য। পাটাগণিতীয় সংখ্যায় প্রকাশ করিতে হইলে, "ra (1) প্রয়োগ 
করিতে হয়; আর বীজগণিতীয় রাশিমালায় প্রকাশ করিতে হইলে, wa (2) 
প্রয়োগ করাই সুবিধাজনক | 


দ্রষ্টব্যঃ ইহা স্পষ্ট যে, TA (1) এবং (2)-এ r এবং п উভয়ই ধনাত্মক 
সংখ্যা এবং r হয় n অপেক্ষা FASTA অথবা л এর সমান | 

বিকল্প প্রমাণ (বিশ্টাস-সংখ্যা নির্ণয়ের সুত্রের সাহা্য-ব্যতিরেকে ) : 
॥-সংখ্যক বিভিন্ন qw হইতে উহাদের ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত সমবায়- 
সংখ্যাটিকে "О, দ্বারা এবং %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে a4, ৫9, ৫৪১.:-::- On দ্বারা 
সুচিত কর। যে সকল সমবায়ে কোন একটি বিশেষ অক্ষর, মনে কর, a, থাকে, 
তাহাদিগকে, অবশিষ্ট (৮-1)-সংখ্যক অক্ষর হইতে উহাদের (r — 1)-সংখ্যকটি 
করিয়া aan সমবায় গঠন করিলে যে সকল সমবায় পাওয়া! যায় তাহাদের 
সহিত а, কে সংযুক্ত করিলে পাওয়া যায়। অতএব, যে সকল সমবায়ে 
a, অক্ষরটি বর্তমান থাকে, তাহাদের সংখ্য! হইতেছে *-+০৮-০ 

এইরূপে, যে সকল সমবায়ে a, অক্ষরটি বর্তমান থাকে, তাহাদের সংখ্যাও 
n-1Q, ., as বর্তমান থাকে, তাহাদের সংখ্যাও 771 0,.,, ইত্যাদি ; প্রত্যেক . 
অক্ষরই *-:০0৮.,-সংখ্যক সমবায়ে বর্তমান থাকিবে এবং এই সকল সমবায়ের 
প্রত্যেকটিতে মাত্র একবার afar) অতএব, %-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর হইতে 
উহাদের »-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত *০0৮-সংখ্যক সমবায়ের সবগুলি 
লিবিয়া ফেলিলে, দেখা যাইবে এই সকল সমবায়ে ay, ০৪, প্রভৃতি £-সংখ্যক 
অক্ষরের প্রত্যেকটি "0, , বার করিয়া আছে; সুতরাং, এ সকল সমবায়ে 
অক্ষরগুলির মোট সংখ্যা হইবে n x "7 0, 


ъз বীজগণিত 


আবার, *০,-সংখ্যক সমবায়ের প্রত্যেকটি ?-সংখ্যক অক্ষর লইয়া গঠিত 
বলিয়া, মোট অক্ষর-সংখ্যা হইবে „х "0,. 


rx"Ü,-2nx" 10, ,, 
বা, ng,= n x"-1Q,_, ; 
এই সূত্রে n ও 7 কে প্রথমে যথাক্রমে ৮-1 ও r— 1 এ, তারপর যথাক্রমে 


M- 9 8 r— 9 এ ইত্যাদিতে পরিবর্তন করিলে দেখা যায় যে, 
1 


n-1g ০ = x 1-20, 
r-1 r-i T—9; 


9 


-2 n= -3 
S Oran 7%" Cr—s, 


ETE SPETTA x па OP 


এবং স্পষ্টই сези, н. 


এখন, স্তম্তক্রমে গুণ করিয়া এবং O-PS গুণফল দুইটি হইতে উহাদের 
সাধারণ গুণনীয়কগুলি অপসারণ করিলে, 
ng, = "(n — (n - 2)--(n — r4 1) 
i r(r— I(r- 9)---2.1 
= nÍn — Dn — 9)--(n — r+ 1), 

অনুসিদ্ধান্ত । "0, =n; уг "P, — [rx "Oy, 

28. neh বিভিন্ন ae esce Use 
reae saan লইক্সা 25 সমৰাম্নসম্ূতেল 
ASS (=) ॥-সংখ্যক নিদিদ্ট ae sar ওমান 
একেক st=tcve= সংখ্যা নিন্ম s এবং (এ) Cmesfencum 
риев নিদ্দিষ্ট ag কখনই থাকে না ভাহাচে 

. সংখ্যা е | 


[ To find the number of combinations of n things, taken r at 
а time, in which (i) p particular things will always occur, 
(ii) p particular things will never occur. ] 


(ক) плет বস্তু হইতে নির্দিষ্ট pompe বস্তু পৃথক্‌ করিয়া রাখিয়া 
অবশিষ্ট (n-p iE বস্তু হইতে উহাদের (৮-?)-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া 
সম্ভাব্য সকল প্রকার সমবায় গঠন করিয়া, এই সকল সমবায়ের সহিত ওঁ পৃথক 


সমবায় ৬৩ 


করিয়া রাখা pore বস্তু সংযুক্ত করিলে, যে সকল ANITA এ ?-মংখ্যক 99 
সর্বদা বর্তমান থাকে তাহাদিগকে পাওয়া যাইবে। 
নির্ণেয় সমবায়-সংখ্যা =" -Cp -pe 

(4) নিদ্দিষ্ট /-সংখ্যক বস্তু কোন সমবায়েই থাকিবে না বলিয়া, ॥-সংখ্যক 
বস্তু হইতে ওঁ নির্দিষ্ট /-সংখ্যক বস্তু ug করিয়া রাখিয়া অবশিষ্ট /৮-?)-সংখ্যক 
বস্তু হইতে ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া সমবায় গঠন করিলে, এই সকল সমবায়ের 
কোনটিতেই নির্দিষ্ট /-সংখ্যক বস্তু কখনই থাকিবে T | 

ts facts সমবায়-সংখ্য!="-0,. 

29. পুরু ASAN (Complementary Combinations) : 

॥-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে উহাদের ,-সংখ্যকটি করিয়| AZT 
গঠিত অমবায়-সংখ্যা, ম-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে (n -॥)-সংখ্যকটি 
করিয়। লইয়! গঠিত সমবায়-সংখ্যার সমান। 


[ The number of combinations of n things taken r at а time is 
equal to the number of combinations of n things taken n=r at 
a time. | 


আমরা জানি, "o,= COS 0) 
এই зура ॥-এর স্থানে n — r বসাইলে, 
"О»-,= u ve (2) 


ътът (ът [r 
(1) এবং (9) হইতে, ^C, = "Оп-ь. 

বিকল্প পদ্ধতি 2 %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে যতবারই »-সংখ্যক 49 
নির্বাচন করা যাক না কেন ততবারই (৮-+)-সংখ্যক বস্তু পড়িয়া থাকে। 
অতএব, %-সংখ্যক বিভিন্ন qu হইতে যত বিভিন্ন উপায়ে ?-সংখ্যক বস্তু নির্বাচন 
করা যায়, ঠিক তত বিভিন্ন উপায়েই (॥-1)-সংখ্যক বস্তুকে নির্বাচন করা যায়; 

অর্থাৎ "O0,="O,-v. 

এইরূপ সমবায়কে AAE সমবায় বলে। 

অনুসিদ্ধান্ত। "C.="Oy হইলে, স্পষ্টই wey; আবার z+y=me 
হইতে পারে ; কারণ, "0, 7 "О. ; সুতরাং, y=n- m, বা, zo y =n, 

"V "O,="0, হইলে, ৮ = у, অথবা, z + y =n. 
GEI "০৮-৮৭০৮-৪- ৮0], 
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2:10. etatel কল с>, 
"Crt "C, i= "+10, 


n n 4816: 1% 
Ort LT Ln? lr-iln-r*i 
Ln In 
-7175117%-? pare т—1(»®-т+1)|®—7 
И aad 


- ee 
lr-1in-Tlr "n-r*1 


rcp bm 


In. 
^[r-ii»-7 т NT r1) 
no GQ +) n রানা রোল 
rir-1n-r-41)m-r Irin- r1 rtl rs 

বিকল্প পদ্ধতি ? (%+1)-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে 1-সংখ্যকটি লইয়া 
গঠিত মোট ***০৮-সংখ্যক সমবায়কে নিয়ে বর্ধিত দুইভাগে ভাগ করিয়। 
রাখা যায় £ 

(ক) উক্ত (%+1)-সংখ্যক বস্তর কোন একটি নির্দিষ্ট বস্তু-সম্বলিত 
সমবায়সমূহ 5 
এবং (4) এ নির্দিষ্ট বন্ত-বজ্জিত সমবায়সমূহ | 

এখন, নিদ্দিষ্ট বস্তুটি-সংৰলিত সমবায়মূহের সংখ্যা, নির্দিষ্ট বস্তুটিকে পৃথক্‌ 
করিয়া রাখিলে যে %-সংখ্যক বস্তু অবশিষ্ট থাকে সেই সকল বস্তু হইতে 
(-1)-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া! গঠিত সমবায়সমূহের সংখ্যার সমান; অতএব, 
(ক)-এ বণিত 

নির্দিষ্ট বস্তটি-সংবলিত সমবায়-সংখ্যা = Ora. 

আবার, নিদ্দিষ্ট বস্ত-বজ্ছিত সমবায়সমূহের সংখ্যা, নিদ্দিষ্ট чийге পৃথক্‌ 
করিয়া রাখিলে যে %-সংখ্যক বস্তু অবশিষ্ট থাকে সেই সকল বস্তু হইতে ॥-সংখ্যকটি 
করিয়া লইয়া গঠিত লমবায়সমূহের সংখ্যার সমান ; অতএব, (4)-4 বর্ণিত 

নির্দিষ্ট বস্তটি-বজ্জিত সমবায়-সংখ্যা =O, 

৮0৮4 "Ors ="t10,. 


উদ, 1. 20৪, 5০০ এবং 25095 এর মান নির্ণয় কর। 


‚0, #389, {swag Лаа 30৭8 
1*0, 0০-৪ C, 1X9x3x4 = 11 x 5 x 9 = 495. 


সমবায় ৬৫ 
ng 2189. Casg 10514181911 x10 
E Idi 5 1x9x3x4x5x6 


=7 x 13 x 11 x 5 =5005. 


25 x 94 x 9 
25058 = 280, 5-22 = “буш x 25 ৮2300. 


উদ]. 2. "0,,-"0,, হইলে, "Cog এবং $ O, এর মান কত হইবে? 
এখন, "Oye = "Cis 7. 714-16 30. 


30 x 29 
тха 74355 


fg sm s «500. = 


82 x31 
বধ ৪৪0-580902508 Ко = 496. 


Gal. 8. প্রমাণ রর যে, 
“nOn : 1" 0, = 11.3.5... (4n — 1)} : {1.3.5...(2n- 1). 


4% = dán, gan -d2n : 
আমরা জানি, "Oan nln এবং On ti 


- lin x lele. Dn, (IR. 
[2n|9m |9» |9m 14 

এখন, [dn = 1.9,8.4.5...4 — (1.8.6... (4n — 1)} x (2.4.0...4n] 
= [1.8.5...(4n — 1)) x 2?"1.9.3...2n]. 


ROON ñ "os 


Би 7 (1.35... n - Dem om © @ 
আবার, [9% = (1.8.5.. .(2n — 1)} х (2.4.6...2n] 
={1.8.5...(д»- 1)}.9"{1.2.8..., 


[e cina... (25 -10x2"; 
1% 


দাড়া] ভি রাত > ৮৮ po 
Ww (i) ™{1.8.6...(Qn - Di x 2%" (2) 

an "L^ 1.8.5....(4n— 1) . 
(1) এবং (2) হইতে, "Oan: *"0, YT কও р, 


Bw. 4. Sixteen clerkships are vacant in a merchant's office ; 
how many different batches of men can be chosen out of twenty 
candidates? How often may any particular candidate be 


selected ? 
XI—E. M. 5 


৬৬ বীজগণিত 


aga 20 জন প্রার্থী হইতে 16 জন করিয়! নির্বাচন করিয়া বিভিন্ন দল 
গঠন করিতে হইবে 1 অতএব, নির্ণের দল-সংখ্যা 
x x x 
= X 19 x 8 x 17 = 4845. 
এখন, নির্ণয় করিতে হইবে একজন Afa প্রার্থীকে কতবার নির্র্বাচন কর! 
যাইতে পারে | নিদিষ্ট ্রার্থীটিকে যেবারই নির্বাচন করা হইবে, সেইবারই 
বাকী 15 জনকে অবশিষ্ট 19 জন প্রার্থী হইতে নির্বাচন করিতে হইবে | 
অতএব, যত বিভিন্ন উপায়ে 19 জন ব্যক্তি হইতে 15 জন ব্যক্তিকে নির্ব্বাচন 
করা যায়, ঠিক ততবারই নির্দিষ্ট ব্যক্তিটিকেও নির্বাচন কর! যায়। 
কোন নিদ্দিষ্ট প্রার্থী যতবার নির্বাচিত হয় তাহার সংখ্যা 
x x x 
Sgen кайс M 
=19х3х17х4= 3876. 
উদ. 5. A father with eight children takes three at a time 
to the zoological gardens, as often as he can without taking the 


same three children together more than once. How often will 
he go, and how often will each child go ? 


8 জন করিয়া গঠিত পুত্র-কন্তার প্রত্যেকটি দলের সহিত পিতার চিড়িয়াখানায় 
যাইতে হয় বলিয়া, 8 জন পুত্র-কন্যার মধ্যে 3 জন করিয়া লইয়া যত বিভিন্ন 
দল গঠন করা যায়, পিতার ততবার চিড়িয়াখানায় যাইতে হইবে । অতএব, 
পিতার যতবার চিড়িয়াখানায় যাইতে হয় তাহার সংখ্যা 
ABXTX6, 

3x9x1 
দেখা গেল, পুত্র-কন্যার মধ্যে 56টি বিভিন্ন দল গঠন করা যায়। এই 56টি 
দলের মধ্যে পুত্র-কন্তার কোন নির্দিষ্ট একজন যত দলে থাকিবে পুত্র-কন্যার 
প্রত্যেকে ততবার করিয়া চিড়িয়াখানায় যাইবে | অতএব, প্রত্যেকে 9 জনের 
বাকী 2 জন করিয়া লইয়া অবশিষ্ট 7 জনের মধ্যে যতগুলি দল গঠন করা যায় 
ততবার যাইবে | 


পুত্র-কন্টার প্রত্যেকের চিড়িয়াখানায় যতবার যাইতে হয় তাহার সংখ্যা 


"10,9 125, 
0,735172. 


=O, 56. 
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উদ. 6. Find the number of different triangles which can be 
formed by joining the angular points of a polygon of 12 sides 
(dodecagon). Find also the number of diagonals of the polygon. 


দ্বাদশ ভূজবিশিষ্ট বহুভূজটির 19টি কৌণিক বিন্দু আছে। এই 19টি বিন্দুর 
3টি ৪টি করিয়া সংযুক্ত করিলে প্রতিবারেই একটি ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে। 
অতএব, 19টি বিন্দু হইতে ৪টি বিন্দু যত বিভিন্ন উপায়ে নির্বাচন করা যায়, মোট 
ব্রিভুজ-সংখ্যাও হইবে ততগুলি | 

бсб ভ্রিভুজ-সংখ্যা 
12x 11 * 10 
3x2x1 

আবার, 19টি কৌণিক বিন্দুর টি করিয়া সংযুক্ত করিলে, গ্রতিবারেই একটি 

সরলরেখা পাওয়া যাইবে | 
12x11 


মোট সরলরেখার সংখ্যা» 120, = 276 ৮৫166, 


এখন, পর পর দুইটি কোঁণিক বিন্দু সংযুক্ত করিলে, বহুতৃজটির বাহুগুলি 
পাওয়া যায় বলিয়া, উপরিপ্রাপ্ত 66টি সরলরেখার মধ্যে বহুভুজের বাহু 12টিও 
আছে। স্পষ্টই এই বাহুগুলি বাদে এ 66টি সরলরেখার বাকী সরলরেখাগুলি 
কর্ণ। 


অতএব, নির্ণেয় কর্ণ-সংখ্যা = 66-19 = 54. 


উদ, 7. (i) Find the number of different straight lines that 
can be obtained by joining 12 different points on a plane, no three 
of which are collinear, with the exception of 5 points which are 
collinear. (ii) Find also the number of triangles that can be 
formed by them. 


(i) কোন তিনটি বিন্দুই এক সরলরেখায় অবস্থিত না হইলে, 19টি বিন্দু 
হইতে এটি করিয়া লইয়া মোট *20%। অর্থাৎ, 15 7 T অর্থাৎ, 66টি বিভিন্ন 
সরলরেখা পাওয়া যাইত। কিন্তু 5টি বিন্দু এক সরলরেখায় অবস্থিত বলিয়া, 
উহাদের দ্বারা to, WONT বা 10টি সরলরেখা গঠিত হইবে না, হইবে 


মাত্র ]টি। কিন্তু উপরিউক্ত 66টি সরলরেখার মধ্যে এই 10টিকে বিভিন্ন 
সরলরেখা ধর! হইয়াছে ; কিন্তু ধরিতে হইবে 10টির স্থলে মাত্র 1! 
бб সরলরেখার সংখ্যা = 66 - 10+ 1 = 57. 


= 120, = 


=2 x 11 x 10 =220. 


৬৮ বীজগণিত 


(ii) এক সরলরেখায় অবস্থিত নহে এরূপ যে-কোন ৪টি বিন্দুর সংযোগে 
ত্রিভুজ উৎপন্ন হয়। cm, 19টি বিন্দুর কোন ৪টি বিন্দুই এক সরলরেখায় 
অবস্থিত না হইলে, মোট бушл হইত 1*0, ; কিন্তু 5 বিন্দু এক সরল- 
রেখায় অবস্থিত হওয়ায়, উহাদের ৪টি 3টি দ্বারা কোন fees গঠিত হয় না। 
We **0,-সংখ্যক ত্রিভুজের মধ্যে এই 5টি বিন্দুর 2টি sf দ্বারা গঠিত 
EO AATE ব্রিভূজ-সংখ্যাও ধরা হইয়াছে; 

নির্ণেয় ভ্রিভুজ-সংখ্যা 


D 50১৮39৮11৮0. 5х4х8 ig. 
AU0,-'O T p dul ema 220-107 210. 


Gel. 8. Out of 10 consonants and 4 vowels all different, how 
many words can be formed, each containing 3 consonants and 
2 vowels, 


10টি ব্যঞ্জনবৰ্ণ হইতে ৪টি ৪টি করিয়া লইয়া মোট *০0৪-সংখ্যক সমবায় 
গঠন করা যায়। 
4টি স্বরবর্ণ হইতে 9টি of করিয়া লইয়। মোট *0,-সংখ্যক সমবায় গঠন 
করা যায়। 
এখন, ব্যঞ্জনবরণ্সমূহ দ্বারা গঠিত সমবায়সমূহের প্রত্যেকটির সহিত স্বরবর্ণ- 
সমূহ দ্বার! গঠিত সমবায়সমূহের প্রত্যেকটি সংযুক্ত করিয়া, ЗВ FRI aa- 
বর্ণ এবং এটি করিয়া ব্বরবর্ণসংবলিত 190, x +05-সংখ্যক সমবায় পাওয়া 
যাইবে। 
আবার, এই সকল সমবায়ের প্রত্যেকটিতে যে 5টি করিয়া অক্ষর আছে, 
তাহাদের সবগুলিকে, লইয়া বিন্যাস রচনা করিলে, প্রত্যেক সমবায় হইতে 
[5-সংখ্যক শব্দ পাওয়া ATT 1 
fica শব্দ-সংখ্যা = 190, x 405 x [5 
১৫9১৮ 
лыры 
= 120 x 6 x [5 720 x 220 = 86400. 


উদ, 9. А: candidate is required to answer 6 out of 
10 questions which are divided into 2 groups each containing 
5 questions, and he is not permitted to attempt more than 4 from 
any group. In how many different ways can he make up his 
choice ? [0. U. 1932 ] 


সমবায় ৬১ 


প্রদত্ত শর্ত হইতে, স্পষ্টই পরীক্ষার্থী নিম্লিখিত বিভিন্ন উপায়ে প্রশ্নগুলি 
নির্বাচন করিতে পারে : 
(i) প্রথম বিভাগের 5টি প্রশ্ন হইতে যে-কোন 4টি, দ্বিতীয় বিভাগের-চটি 
প্রশ্ন হইতে যে-কোন 9টি ; 
(ii) প্রথম বিভাগের 5টি প্রশ্ন হইতে যে-কোন ৪টি, দ্বিতীয় বিভাগের 5টি 
প্রশ্ন হইতে যে-কোন ৪টি ; 
(iii) প্রথম বিভাগের 5টি প্রশ্ন হইতে যে-কোন এটি, দ্বিতীয় বিভাগের ঠটি 
ent হইতে যে-কোন 4টি | 
(i) প্রথম বিভাগের 5টি হইতে 4টি, *০,-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে এবং 
দ্বিতীয় বিভাগের 5f হইতে 9টি, *০0০-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে নির্বাচন করা 
যায়। এখন প্রথম বিভাগের প্রশ্ন-নির্ববাচনের প্রত্যেক উপায়ের সহিত দ্বিতীয় 
বিভাগের প্রশ্ন-নির্বাচনের প্রত্যেকটি উপায় সংশ্লিষ্ট কর] যায় বলিয়া, দুই 
বিভাগ হইতে ()-এ বণিত উপায়ে প্রশ্ন-নির্ববাচন-সংখ্যা_ 50, x "Cy, 
এইরূপে ()-এ বণিত উপায়ে গ্রশ্ন-নির্ববাচন-সংখ্যা_ 50, x 809; 
এবং  (1)-এ বণিত উপায়ে প্রশ্ন-নির্ববাচন-সংখ্যা 50, x 504. 
যে সকল বিভিন্ন উপায়ে প্রশ্নগুলি দুইটি বিভাগ হইতে নির্বাচিত 
হইতে পারে তাহাদের সংখ্যা 
="0, X "0, + 50$ x "0, * "05 x "C, 
SIOERD ETO x90. PO, ১502 
x x x x 
=5 x 10 + 10 x 10 + 10 x 5= 50 + 100 + 50 = 200. 
উদ]. 10. If words be formed by taking only 5 at a time out 


of the letters of the word metaphysics, in how many of them will 
the letter ¢ occur ? 


এখানে 11টি অক্ষরের 5টি 5টি লইয়া শব্দ গঠন করিলে, কতকগুলির মধ্যে 
t wl থাকিবে, তাহাই নির্ণয় করিতে হইবে। 

*y সর্ধদা থাকিবে ; অতএব, + বাদ দিয়া যে 10টি অক্ষর থাকে, তাহাদের 
মধ্য হইতে 4টি করিয়া লইয়া যেসব সমবায় (:০0$) গঠন করা যায়, তাহার 
প্রত্যেকের সহিত / যুক্ত করিয়া প্রত্যেকটি সমবায় হইতে বিন্যাস-সংখ্যা 
লইলেই মোট বিশ্বাস-সংখ্যা পাওয়া যাইবে, প্রত্যেকটি সমবায়ে 5টি অক্ষর 
থাকিবে বলিয়া, উহা হইতে [ঠ-সংখ্যক бүт পাওয়া যাইবে । 


qo বীজগণিত 


facta বিহ্যাস-সংখ্যা_ 190, x [5 


10.9.8.7 >, 
1.9.3.4 * 190 =25200. 


[বিন্যাস-স্থত্ৰ ব্যতিরেকে মাত্র সমবায়-হ্ুত্র-সাহায্যে সমাধানের ভার শিক্ষাথি- 
গণের উপর অপিত হইল | ] 


Gel. 11. In how many ways can 21 white balls and 19 black 
balls be arranged in a row so that no two black balls may be 
together, 


শ্বেতবর্ণের বলগুলিকে Тү দ্বারা সুচিত করিলে, কৃষ্ণবর্ণের বলগুলি যাহাতে 
পাশাপাশি না বসে তাহার জন্য তাহাদিগকে নিয্ললিখিতরপে »*-চিহ্িত স্থানে 
বসাইতে হইবে 
x WK іх т х. Тр... 7৮ Wx | 
এখন শ্বেতবর্ণ বলের সংখ্য! 91 বলিয়া *-চিহ্ের সংখ্য! অবশ্যই 99 হইবে | 
এই 9টি স্থানের মধ্যে যে-কোন 19টি স্থান নির্বাচন করিয়া সেই সকল স্থানে 
grad বল বসাইলে উহার! কখনই পাশাপাশি বসিবে না। 
facta বিভিন্ন উপায়-সংখ্যা 


=220, = 0৪» 


22 x 91 x 20 
8x2x1 
উদ্দা, 12. А boat’s crew consists of 8 men, 8 of whom can 


only row on one side and 2 only on the other. Find the number 
of ways in which the crew can be arranged. 


মনে কর, মাঝিদের নাম A, B, 0, D, E, F, G ও H, এবং A, B, О মাত্র 
«mof এবং D, E অন্পার্খে কাজ করিতে পারে, অতএব, তাহাদিগকে 
নিম্নোক্ত প্রকারে সাজানো যায় :— 


A| D 


=1540. 


ВЕ 


৫ 

যেহেতু মাঝিদের 4 জন করিয়া একপার্শ্বে থাকিবে, অতএব, অবশিষ্ট 
3 জনের 1 জনকে А, В, 0 এর AT এবং অপর 9 জনকে D, E এর পার্শ্বে 
রাখা যায়-_ইহা স্পষ্ট যে, ইহা তিন °C, প্রকারে করা যায়, কেননা অবশিষ্ট 
3 জনের যে-কোন 1 জনকে A, B, 0 এর পার্শ্বে রাখা যায়। 


সমবায় গ১ 


মাঝিদের এই তিনপ্রকারের অবস্থানের একটির আলোচনা করা যাক, 
যাহাতে A, B, 0 এর পার্থ p কে রাখা হইল £ 


AJD 
B\E 
c IG 


F|H 
এক্ষণে 4, B, 0, P কে তাহাদের মধ্যে |4 প্রকারে সাজানো যায়, এইরপে 
অপর sofa D, E, ৫, H কেও তাহাদের মধ্যে | 4 প্রকারে সাজানো যায়। 
অতএব, বাম পক্ষের প্রত্যেক প্রকারের সহিত দক্ষিণ পক্ষের প্রত্যেক প্রকার 
সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, এক্ষেত্রে মোট [4 x [4 প্রকারে মাবিদের সাজানো 
যায়। অপর দুই ক্ষেত্রের ( অর্থাৎ G ও H এর এক এক জনকে A, B, 0 এর 
enter রাখিয়া) প্রত্যেক ক্ষেত্রে মাঝিদিগকে মোট [4 x [4 প্রকারে সাজানো যায়। 


সুতরাং, মোটের উপর 3 x |4 x |4=3 x 94 x 94 =1728 প্রকারে মাবি- 
দিগকে সাজানো যায় 


Bgl. 13. In how many of the permutations of n different 
things taken r together will three given things always occur ? 


প্রথমে %-সংখ্যক বিভিন্ন qw হইতে উহাদের ?-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া 
গঠিত বিভিন্ন সমবায়ে যে সকল সমবায়ে নির্দিষ্ট বস্তু তিনটি সর্বদাই থাকিবে। 
তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় করা যাক | 

নির্দিষ্ট বস্তু তিনটিকে পুথক্‌ করিয়া রাখিয়া অবশিষ্ট (/-3)-সংখ্যক বস্তু 
হইতে সম্ভাব্য সকল প্রকারে ("-8)-সংখ্যক বস্তু লইয়া যে ”-১০৮-২-দংখ্যক 
সমবায় গঠন করা যায়, দেখা যায় যে, পৃথক্‌ করিয়া! রাখা বস্তু তিনটিকে এই সকল 
সমবায়ে প্রত্যেকটির সহিত সংযুক্ত করিলে প্রত্যেক সমবায়ের বন্ত-সংখ্যাও 
হয় y এবং এই pane বস্তুর মধ্যে নির্দিষ্ট বস্তু তিনটি সর্বদাই বর্তমান 
থাকে। 

অতএব, যে সকল সমবায়ে নির্দিষ্ট বস্তু তিনটি সর্বদাই থাকে তাহাদের 
সংখ্যা 
22-30. 8 1%-8 


Tír-8in-r 


৭২ বীজগণিত 


নির্দিষ্ট তিনটি বস্তসমেত এই ?-সংখ্যক বস্তবিশিষ্ট সমবায়গুলির প্রত্যেকটি 
হইতে |?-সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যায় বলিয়া, যে কল Rater নির্দিষ্ট qg 
তিনটি সৰ্ব্বদাই বর্তমান থাকে তাহাদের সংখ্যা 


- 5х Lr - =: x r(r - 1r - 9). 


ersten 7 
1. Find the values ot 16657৮452৮2 
2. Ift?"Q,—?"Q,,, find r. j [ C. U. 1930 ] 
8. If m—"O,, show that "0, » 8.৮+50,. [ €. 0. 1919] 


4. If"P,=720 and "O, — 190, find n and r. 
5. 161750৮5807 2250৮৮12838, find n and r. 
6. Prove that: "0,;+"-*0,_, +"-10,_,="+10,, 


7. Prove that the product of any r consecutive positive 
integers is always divisible by Lr. 


8. Ina question paper there are 15 questions ; out of these 
12 are to be attempted. In how many ways can a candidate 
choose the questions ? 


9. Four persons are chosen by lot out of ten ; in how many 
ways can this be done and how often would any one person be 
chosen ? ; 


10. A basket contains 10 mangoes. Find how many different 
selections you can make of 3 mangoes so as to always include 
a particular mango. ГС. U. 1991] 


11. From a company of 15 men, how many selections of 
9 men can be made so as to exclude three particular men ? 


[ C. U. 1954] 


12. If there be twenty pears at three a penny, how many 
different selections can be made in buying 6 penny worth of pears 
and in how many of these will a particular pear occur ? 


18. There are 16 points in a plane, no three of which are in 
the same straight line. Find the number of straight lines which 
“can be formed by joining them. [ C. U. 1909 ] 

14. How many diagonals can be drawn in a figure of 
n straight lines as sides? How many different triangles can 
be formed by joining the angular points of this figure ? 


সমবায় ৭৩ 


15. 'There are m points in a plane of which no three are in 
a straight line except m, which are all in a straight line, Find 
the number of (i) different straight lines ; (ii) different triangles, 
formed by joining the points. [ C. U. 1928 ] 


16. Suppose 20 clerks have to be appointed out of 23 candi- 
dates of whom 2 are Mahomedans and the rest Hindus. How 
many different selections can be made so that none of the Maho- 
medan candidates may be excluded ? 


17. At an election there are 5 candidates and three members 
to be elected, and a voter is entitled to vote for any number of 
candidates not greater than the number to be elected. In how 
many ways may a voter choose to vote ? [0. U. 1935 ] 


18. Ina Municipal Corporation, there are 20 councillors and 
5 aldermen. How many committees can be formed consisting of 
6 councillors and 8 aldermen ? [ ©. U. 1993, 81, ’33 ] 


19. Find the number of combinations which can be formed 
by taking the letters of the alphabet 6 at a time, each combina- 
tion containing two vowels and no more. 


20. From 7 gentlemen and 4 ladies a committee of 5 is to be 
formed. In how many ways can this be done so as to include 
at least one lady ? [ C. U. 1948 ] 


91. Suppose 8 professors are wanted for a college newly 
started; if 3 D. Sc.'s and 19 M. Sc.'s apply for the professor- 
ships, how many selections can be made taking in (i) all the 
D. 8e.'s ; (ii) at least one of them ? 

22. In a group of 15 boys there are 7 boy-scouts. In how 
many ways can 19 boys be selected so as to include (1) exactly 
6 boy-scouts ; (ii) at least 6 boy-scouts ? [0. U. 1943 ] 


93. A cricket team consisting of 11 players is to be selected 
from 2 groups consisting of 6 and 8 players respectively. In how 
many ways can the selections be made on the supposition that 
the group of six shall contribute no fewer than 4 players ? 

[ С. U. 1938 ] 

24. A certain council consists of a chairman, two vice-chair- 
men and 12 other members. How many different committees 
consisting of 6 can be formed, including always the chairman and 
only one vice-chairman ? [ C. U. 1914 ] 

25. A committee of 7 members is to be chosen out of 
20 Municipal Commissioners of whom 15 are Hindus and 5 Maho- 
medans, in such a way that 5 Hindus and 2 Mahomedans shall 


18 বীজগণিত 


be on the committee. In how many different ways can such 
а committee be constituted, and from how many of these will 
a particular Hindu Commissioner be excluded ? 


26. How many combinations can be formed of eight counters 
marked 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, taking them 4 at a time, there being 
at least one odd and one even counter in each combination ? 

[ €. U. 1941] 


27. Out of 17 consonants and 5 vowels, all different, how 
many different words can be formed, each consisting of 3 conso- 
nants and 2 vowels ? [ C. U. 1939 } 


28. Find the number of words which can be formed with two 
different consonants and one vowel, out of 8 different consonants 
and 4 different vowels, the vowel to lie between two consonants. 


29. Prove that the number of words which can be formed of 
the letters a, b, с, ৫, е, f, taken three together, each word contain- 
ing one vowel at least, is 96. 


30. If words be formed with 6 only of the letters of the word 
centrifugal, in how many of them will all the three letters c, t, f 
occur ? 


31. In how many ways can 87 copies of a book on literature 
and 35 copies of a book on Mathematics be arranged in a column, 
one above the other, so that no two mathematical books may be . 
together ? 


32, A boat’s crew consists of 10 men, 3 of whom can only 
row on one side and 2 only on the other. Find the number of 
ways in which the crew can be arranged. 


211. "С, এলৰ Say মান। 


"এর মান কত হইলে, ম-সংখ্যক বিভিন্ন аҹ হইতে উহাদের 
"সংখ্যকটি করিয়! লইয়া গঠিত সমবায়সমূহের সংখ্যা বৃহত্তর হইবে, 
তাহ নির্ণর করিতে হইবে। 


[ To find the value of r, for which the number of combinations 
of n different things taken r at a time is the greatest. ] 


আমরা জানি, 


= nin- 1(n- 9-(n- + 9)(%— +1) 


"Or r(r - Ur - 2)--.8.9.1 


সমবায় ৭৫. 


^ nln- 1n— 9)-----(n 79). 
7৮ (v — 1)(r- 2)---3.9.1 А 


20711611068 ү, 
QUE T aie CU (1) 


অতএব, п একটি ধনাত্মক পূর্ণ রাশি হইলে, ~ এর মানবৃদ্ধির সহিত; 
+1 _ এর মান হ্রাস পাইবে,” এর মান #17619 হইলে, zil ga 
is বৃদ্ধি পাইবে। এইরূপে, гт কোন নির্দিষ্ট মানের জন্য মনে কর, 
"11 _] এর মান % তাহা হইলে, এ নির্দিষ্ট মান অপেক্ষা ? এর "WW 


HUSA মানের wag" ty > k, এবং ғ এর উচ্চতর সমস্ত মানের 997 
ntl X 

= 

এক্ষণে, মনে কর, r এর কোন নিদিষ্ট মানের জন্য 


ntl. 1 ETT. sae a (9) 


অতএব, ৮ এর RUST সমস্ত মানের 998 "31-1 অপেক্ষা আরও 
* বৃহত্তর | 


"Cr "0, Sis 
QCA, (1) হইতে, 5 Es > 1, 20... > 1, Те > le; 
অর্থাৎ, "0, ১৮:0৮:৯৯ "ОА > "Ora c teo eA) 


এইরূপে, যদি + এর যে-কোন মানের জন্য "0, > "OQ হয়, তাহা! 
হইলে ইহা "0-১,*০,-৪,,..... অপেক্ষাও বৃহত্তর হইবে। 
রূপে, ৮ এর কোন নির্দিষ্ট মানের জন্য যদি %:-1 < 1 হয়, তাহা 


, 


হইলে Q নির্দিষ্ট মান অপেক্ষা ॥ এর সকল quer মানের জন্যই 911-1 


এর মান 1 অপেক্ষা আরও FAST হইবে। 
অতএব, (1) হইতে, в ন < Nu < Lag ste T 
nam 
অর্থাৎ, *0, > "0, > "Oras > "Cra > сз ave (B) 


এইরূপে, দেখা যায় যে, পরবর্তী সমবায়গুলির মান ক্রমশঃ হ্থাসপ্রাপ্ত হয়। 


৭৬ বীজগণিত 
(A) এবং (В) হইতে, ইহা স্পষ্ট যে,” এর মান 1 হইতে ॥ পর্যন্ত ете 
হইলে, যে ow না£7:-0 এর 1 হইতে ure: হয়, সেই яб 
"0. এর মান ক্রমান্বয়ে বৃদ্ধিপ্রাপ্ত হইতে থাকে, এবং তাহার পর হইতে 
্রমান্বয়ে BIS হইতে থাকে। 
"Or বৃহত্তম হইবে, যখন 771—1 হয় 1 অপে্গা ঠিক বৃহত্তর অথবা! 
1 এর সমান; 


অথবা, TEL হয় 9 অপেক্ষা ঠিক বৃহত্তর অথবা এ এর সমান | 


অথবা, m+ 1 হয় 2r অপেক্ষা ঠিক বৃহত্তর অথবা 9, এর সমান; 
অথবা, r হয় & (71) অপেক্ষা ঠিক RUST বা $ (৮+1) এর ঠিক 
সমান wae ... ... (8) 


nA বা অযুগ্ ধনাত্মক পূর্ণ রাশি হইলে, ॥ এর যান কিরূপ দাড়ায় 
দেখা যাক। 


(ক) ॥ যুগ ধনাত্মক পূর্ণ রাশি হইলে, মনে কর, а=, তাহা হইলে 
(8) হইতে পাওয়া যায় যে, "০, বৃহত্তম হইবে, যখন 7, 5 (дт +1) অপেক্ষা 
ঠিক RUST বা 3 (0+1) এর সমান। কিন্তু” একটি ধনাত্মক পর্ণ রাশি ` 
বলিয়া, ইহা %+ ча সমান হইতে পারে না; অতএব, mth অপেক্ষা 
ঠিক "paraq পূর্ণ সংখ্যা m এর সমান হইবে। অতএব, 


геш অর্থাৎ 7 হইলেই, "С, বৃহত্তম হইবে। 


থে) n অযুগ্ম ধনাত্মক পূর্ণ রাশি হইলে, মনে কর, n=2m+1, অতএব, 
(3) হইতে পাওয়া যায় যে, "0, বৃহত্তম হইবে, যখন r, 4 (0т+1+1) 
অর্থাৎ (т+1) অপেক্ষা ঠিক "rez অথবা! (m +1) এর 'সমান। (m +1) 
অপেক্ষা ঠিক paraq রাশি т. অতএব, 


romal m+1 অর্থাৎ *5 অথবা হইলে, 0 বৃহত্তম হইবে। 
n WT হইলে, "Ona, এবং "On? "0, এর চরম মান হইবে। 
2 2 
কেননা উভয়ই পূরক সমবায়। 
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erstens 


1. How many letters of the word Pantheism should be : 
taken to form & group so that the number of different groups. 
may be the greatest? In how many of these groups will the 
letters p and m occur ? ü 


2. A person wishes to make up as many different parties as 
he can out of 20 friends, each party consisting of the same 
number; how many should he invito at a time? In how 
many of these would the same man be found ? 


3. Find the greatest number of different groups that can 
be formed from the letters of the word Barouche, each group: 
consisting of the same number of letters. In how many of them 
will the letter с occur ? 


4. Prove that the greatest values of °"C, and *"^'Q, bear 
to one another the ratio of 2 : 1. 


জটিল বিন্যাস ও সমবায় 


( Harder Permutations and Combinations ) 


212. лает বিভিন্ন ace am ees 
fert» | 

সবগুলি বিভিন্ন নহে এরূপ ॥-সংখ্যক বস্তুর সবগুলি লইয়া! বিন্যাস 
গঠন করিলে যে বিষ্যাসগুলি পাওয়। যাইবে তাহাদের সংখ্য! নির্ণয়। 


[ То find the number of permutations of n things, taken all 
together, when the things are not all different. ] 


%-সংখ্যক বস্তুকে %-সংখ্যক অক্ষর ছারা স্থচিত কর এবং মনে কর, এই সকল 
অক্ষরের ॥-সংখ্যকটি а, ৫-সংখ্যকটি b, /-সংখ্যকটি ৫ এবং অবশিষ্ট অক্ষরগুলির 
সবগুলি পরস্পর বিভিন্ন। 

মনে কর, নির্ণেয় বিশ্যাস-সংখ্য। ৫. 

বিশ্তাসগুলির প্রত্যেকটিতেই ?-সংখ্যক পরস্পর অভিন্ন ৫ অক্ষরটি ЭПТЕ! 
যে-কোন বিন্যাসে, এই ?-সংখ্যক.& অক্ষরের স্থানে, অবশিষ্ট অন্য সকল অক্ষর 
হইতে ভিন্ন এবং পরম্পরও ভিন্ন এরূপ ?-সংখ্যক নৃতন অক্ষর বসাইয়া বিশ্তাসটির 


অন্য অক্ষর সকলের স্থানে আদৌ পরিবর্তন না করিয়া, অর্থাৎ পূর্বববৎই রাখিয়া, 
এই নূতন £-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষরের মধ্যে বিন্যাস রচনা করিলে (অর্থাৎ 


av বীজগণিত 


সংখ্যক অক্ষরের সবগুলিকে লইয়া বিন্যাস aval করিলে ), fatale হইতে 
[সংখ্যক বিভিন্ন বিন্যাস পাওয়া পাইবে 1 যে-কোন әли হইতেই এইরূপ 
পরিবর্তন ও বিশ্যাস-গঠন দ্বারা |-সংখ্যক বিভিন্ন বিন্যাস পাওয়! যায় বলিয়া, 
সংখ্যক বিশ্যাসের প্রত্যেকটিতে এইরূপ পরিবর্তন ও বিশ্যাস-গঠন সাধন করিলে, 
সংখ্যক বিন্যাস হইতে মোট z x 1?-সংখ্যক নৃতন বিন্যাস পাওয়া যাইবে। 

এইরূপে, এই %* [সংখ্যক নূতন বিশ্যাসগুলি যে-কোন বিন্যাসে, 
.৫-সংখ্যক b অক্ষরের স্থানে, অবশিষ্ট অন্য সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন এবং 
পরম্পরও ভিন্ন এরূপ এ-সংখ্যক নৃতন অক্ষর বসাইয়া, বিশ্যাসটির অন্য অক্ষর 
সকলের স্থান আদৌ পরিবর্তন না করিয়া, AA রাখিয়া, এই qua এ-সংখ্যক 
বিভিন্ন অক্ষরের মধ্যে Rat রচনা করিলে, Rami হইতে [সংখ্যক বিভিন্ন 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে । £১%1%-সংখ্যক বিল্যাসগুলির যে-কোনটি হইতেই, 
এইরূপ পরিবর্তন ও বিন্যাস-গঠন দ্বার! [এ-সংখ্যক বিভিন্ন বিন্যাস পাওয়া যায় 
বলিয়া, z x [pisse বিশ্যাসের প্রত্যেকটিতে এইরূপ পরিবর্তন ও বিশ্যাস-গঠন 
সাধন করিলে, % х 1%-সংখ্যক বিন্যাস হইতে মোট % * ip x [৫-মংখ্যক নূতন 
বিন্যাস পাওয়া যাইবে 1 

আবার, এই z x |p *!৫-সংখ্যক নৃতন বিন্যাসগুলির গ্রত্যেকটিতে +-সংখ্যক 
с অক্ষরের স্থানে, অবশিষ্ট অন্য সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন এবং পরস্পরও ভিন্ন 
এরূপ ॥-সংখ্যক নৃতন অক্ষর বসাইয়া, এই ?-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষরের মধ্যে 
বিন্যাস রচনা করিলে, মোট ex [рх [а х |?-সংখ্যক নূতন বিন্যাস পাওয়া 
যাইবে। স্পষ্টই, এই বিশ্যাসগুলির প্রত্যেকটিতে %-সংখ্যক অক্ষর আছে এবং 
তাহারা পরম্পর ভিন্ন। 


তাহা হইলে দেখা গেল যে, পরস্পর ভিন্ন %-সংখ্যক অক্ষরগুলি লইয়া 
Fram রচনা করিলে মোট RIMARAN হয়, mx[px|gx|r আবার, 
আমরা জানি, %-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষরগুলির সবগুলিকে লইয়! বিন্যাস রচনা 
করিলে বিল্াস-সংখ্য। হয় m. 

` ex[pXlax [r=[n; 

` jabs das 

(91৫17. 

qa: প্রক্রিয়াটি সম্পূর্ণ সাধারণ ; ও, ৮,০ এর 91 তিন-এর অধিক- 
সংখ্যক বস্তুর প্রত্যেকটি একাধিক করিয়া থাকিলেও বিস্তাস-সংখ্যা নির্ণয়ে 
উপরের ZA প্রযোজ্য 1 


জটিল বিন্যাস ও সমবায় ৭৯ 


213. Qactafe-ales IDA | 

॥-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু হইতে *-সংখ্যকটি লইয়। বিন্যাস রচন! 
করিলে প্রতিটি বিন্যাসে উক্ত ॥-সংখ্যক qua গ্রত্যেকটিরই একবার, 
দুইবাঁর,...-সংখ্যকবার পর্য্যন্ত থাক! সম্ভব হইলে, যে বিন্যাসগুলি 
গঠিত হইবে, তাহাদের সংখ্য! নির্ণয় | 


[ To find the number of permutations of n different things taken 
rat a time, when each may occur once, twice,.. wp to r times in 
any permutation. 


%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে ॥-শংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর দ্বার! স্থচিত কর। RIT- 
গুলির প্রত্যেকটিতে বস্তগুলির প্রত্যেকটি এক, 92,...... অথবা! ?-সংখ্যকবার 
থাকিতে পারে বলিয়! উক্ত ?-সংখ্যক অক্ষরের প্রত্যেকটি একবার, ছুইবার,.... 
+-সংখ্যকবার আছে। 

স্পষ্টই, উক্ত %-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষর দ্বারা যে সকল বিভিন্ন উপায়ে ॥-সংখ্যক 
স্থান পূর্ণ কর! যাইতে পারে তাহাদের সংখ্যাই হইবে নির্ণেয় বিন্যাস-সংখ্যা, 
কেবলমাত্র মনে রাখিতে হইবে, এইরূপে স্থান পূর্ণ করিবার সময়ে অক্ষরগুলির 
প্রত্যেকটিকে একবার, ছুইবার,.... অথব1?সংখ্যকবার লওয়। যাইতে পারে | 

॥-সংখ্যক বিভিন্ন অক্ষরের যে-কোনটিকেই প্রথম স্থানে রাখা যাইতে পারে 
বলিয়া প্রথম স্থানটি ৪-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ কর! যাইতে পারে। এই 
%-সংখাক বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে প্রথম স্থানটিকে পূর্ণ করিবার 
পরে (অর্থাৎ যে-কোন একটি অক্ষরকে প্রথম স্থানে 4718419 পরে ) দ্বিতীয় 
স্থানটিকেও nagae বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করা যাইতে পারে, কারণ যে 
অক্ষরটিকে প্রথম স্থানে বসানো হইয়াছে তাহার আরও wwe: ('-1)-সংখ্যকটি 
অবশিষ্ট আছে বলিয়া তাহাকেও পুনরায় দ্বিতীয় স্থানে বসানো যায়। অতএব, 
প্রথম স্থান পূর্ণ করিবার প্রত্যেক উপায়ের সহিত দ্বিতীয় স্থান পূর্ণ করিবার 
প্রত্যেকটি উপায়কে সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, প্রথম দুইটি স্থান nxa বা 
॥-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ কর! যাইতে পারে । এইরূপে প্রথম তিনটি স্থান 
ম*-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ করাযায়। যত-সংখ্যক স্থান পূর্ণ করা হয়, 
n সুচকও সেই সংখ্যা ইহা লক্ষ্য রাখিয়া, এইরূপে অগ্রসর হইলে, স্পষ্টই 
দেখা যাইতেছে যে, যে সকল বিভিন্ন উপায়ে ॥-সংখ্যক স্থান পূর্ণ করা যাইতে 
পারে তাহাদের সংখ্যা n”. 

অতএব, নির্ণেয় বিন্যাস-সংখ্যা =n". 


৮০ বীজগণিত 


উদ, 1. How many different words can be formed out of the 
letters of the word Constantinople ? In how many of these will 
the three n's be consecutive letters ? 


প্রদত্ত শব্দে মোট।14টি.অক্ষর আছে এবং ইহাদের মধ্যে 9টি ০, 8টি n, 
аб £ এবং অবশিষ্ট ТВ পরস্পর fex | 
সংখ্য = _ 
facta শব্দ-সংখ্যা BBE 
=14.13.12.11.10.9.8.7.6.5 
= 8632428800. 


৪টি п সৰ্ব্বদাই পাশাপাশি থাকিলে, উহাদিগকে একটি অক্ষর মনে করিয়া 
Ram রচনা করিলে, নির্ণের শব্দ-সংখ্যা পাওয়া যাইবে । অতএব, এক্ষেত্রে 

মোট অক্ষর-সংখ্যা হইবে 19 এবং ইহাদের মধ্যে 2টি o এবং 9টি t. 

সংখ্যা Ша 
Piety শব্দ-সংখ্যা [2|g 7191110.9.8.7.6.5.3.4. 
= 119750400. 

©]. 2. There are fifteen rowing clubs; two of the clubs 
have each three boats on the river, five others have each two, 
and the remaining eight have each one ; find an expression for 
the number of different lists that can be formed of the order of 


the 24 boats, observing that the second boat of a club must occur 
after the first and the third after the second. 


প্রদত্ত শত্তান্সারে, মোট যতগুলি তালিকা রচনা কর! সম্ভব তাহাদের 
সংখ্যা-জ্ঞাপক রাশিকে z দ্বারা AS কর | এখন, পনেরটি সঙ্ঘকে ৫,, а... 
ал দ্বারা সুচিত করিয়া, মনে কর, a, এবং а, সঙ্বের প্রত্যেকের তিনখানি 
করিয়া নৌকা আছে, аз, ৫4, ৪৪, ৫০, ат ARGAT প্রত্যেকের দুইখানি 
করিয়া নৌকা আছে এবং অন্যান্য সঙ্ঘগুলির প্রত্যেকের একখানি করিয়া! নৌকা 
আছে। তালিকাগুলিতে কোন সঙ্ঘেরই দ্বিতীয় নোঁকা প্রথম নৌকার পূৰ্ব্বে 
এবং তৃতীয় নৌকা প্রথম বা দ্বিতীয় নৌকার পূর্ব থাকিতে পারে না বলিয়া 
9 zÜ তালিকার কোন তালিকাতেই a, aaar প্রভৃতি সঙ্ঘগুলির 
কোনটিরই নৌকাগুলির স্থান পরস্পর বিনিময় করিয়া লেখা যাইবে না। কিন্ত 
প্রদত্ত «él উল্লেখ ন! থাকিলে, энш সকল নৌঁকার স্থান অপরিবর্তিত 
রাখিয়া, কেবলমাত্র a, স্যর নৌকা তিনখানির মধ্যে বিন্যাস গঠন করিলে, 
сб তালিকার প্রত্যেক তালিকা হইতে |3-সংখ্যক নূতন তালিকা পাওয়া 


বিন্যাস ও সমবায় ৮১ 


যাইবে; бөя, ৫টি তালিকা হইতে x x [8টি নৃতন তালিকা পাওয়া যাইবে। 
আবার, শর্তের উল্লেখ না থাকিলে, এই z x [8টি নৃতন তালিকার প্রত্যেকটিতে 
অন্য সকল নৌকার স্থান অপরিবর্তিত রাখিয়া কেবলমাত্র a, সঙ্ঘের নৌকা! 
তিনখানির মধ্যে fag1 গঠন করিলে ex [9টি তালিকার প্রত্যেকটি হইতে 
[3-সংখ্যক নৃতন তালিকা পাওয়া যাইবে ; সুতরাং, z x [3টি তালিকা হইতে 
2х [8 * [8টি নৃতন তালিকা পাওয়া যাইবে। .এইরূপে অগ্রসর হইলে দেখা 
যায় যে, কোন শর্তের উল্লেখ না থাকিলে, মোট хх [8 x [8 x |9 x|9 x [8х 
[2 x |9 গুলি তালিকা পাওয়া যাইবে । আবার, ইহাও সুস্পষ্ট যে, কোন শর্তের 
উল্লেখ না থাকিলে, 24 খানি নৌকার সবগুলিকে লইয়া বিন্যাস গঠন করিয়া 
মোট [94-সংখ্যক তালিকা পাওয়া যাইবে 1 
2x|3x|3x [2X [2x [2x [2x |9=[ 94; 

E 194 ЫДА ЧГ ue 
[3x|3x|2x|2x|2x|2x|2. (13)*(12)° 

দ্রষ্টব্যঃ প্রদত্ত «ліся তালিকা প্রস্তুত করিলে দেখা যায় যে, কোন 
তালিকাতেই а,, a, প্রভৃতি কোন সঙ্েরই স্ব স্ব নৌকাগুলির মধ্যে পরস্পর 
স্থান-বিনিময় করাইয়া! নৃতন বিন্যাস রচনা করা সম্ভব নহে। অতএব, মনে করা 
যাইতে পারে প্রত্যেকটি aega বিভিন্ন নৌকাগুলি পরস্পর বিভিন্ন নহে, একই, 
কিন্তু অন্য সকল নৌকা হইতে বিভিন্ন | তাহা হইলে দেখা যাইতেছে, 94 খানা 
নৌকার মধ্যে a, 90399 নৌকা তিনখানি একই, কিন্তু অন্য সঙ্বগুলির নৌকা- 
গুলি হইতে ভিন্ন ; а, সভ্যের নৌকা তিনথানি একই, কিন্তু অন্য সঙ্ঘগুলির 
নৌকাগুলি হইতে ভিন্ন ; এইরূপ, as, ৫4, Qs, ৫০১ ат ACT প্রত্যেকটির 
দুইখানি নৌকা পরস্পর অভিন্ন, কিন্তু অন্য সবগুলি হইতে ভিন্ন; এবং বাকী 
আটটি সজ্ঘের প্রত্যেকটির এক একখানি abel পরস্পর এবং অন্যান্য সবগুলি 
হইতে ভিন্ন। অতএব, 


x 


|94 
Е 4 


= তে »« Br 
Ori. 3. In how many other ways can the letters of the 
word multiple be arranged, 
(1) without changing the order of the vowels ; 
(2) keeping the position of the vowels fixed ; 


(3) without changing the relative order of vowels and 
consonants ? 


IX—E. M. 6 


৮২ বীজগণিত 


(1) «cm, প্রদত্ত “Starter গঠিত বিশ্যাসসমূহের কোনটিতেই স্বরবর্ণক্রম 
পরিবর্তন নিষিদ্ধ বলিয়া স্বরবর্ণ তিনটির স্থান পরস্পর বিনিময় করাইয়া নৃতন 
বিন্যাস রচনা করা সম্ভব নহে। অতএব, এক্ষেত্রে পরস্পর বিভিন্ন স্বরবর্ণ 
তিনটিকে eire: একই এবং পরস্পর অভিন্ন মনে করা যাইতে পারে। তাহ! 
হইলে, মোট ৪টি অক্ষরের 2টি 1 এবং কাধ্যতঃ অভিন্ন বিবেচ্য 3টি স্বরবর্ণ ; 


+ মোট বিন্যাস-সংখ্য৷= I8 =8.7.6.5.2- 3360. 
R Би! BG 


কিন্তু প্রদত্ত multiple শব্দটিই একটি feat বলিয়া, 
পুনবিন্যাস-সংখ্যা = 3360 - 1 = 3359. 
(2) স্বরবর্ণ তিনটির স্থান স্থির, অপরিবর্তিত থাকিবে বলিয়া এক্ষেত্রে 
এটি [-যুক্ত বাকী 5টি 479941 লইয়! বিন্যাস গঠন করিতে হইবে। 
©. মোট বিশ্যাস-সংখ্যা- x =60 
n নির্ণের পুনধিম্যাস-সংখ্যা =60-1=59. 


(3) বিশ্যাসগুলিতে স্বরবর্ণ এবং ব্যঞ্চনবর্ণের আপেক্ষিক অবস্থান সর্বদাই 
бс অর্থাৎ প্রথমে ‘multiple’ শব্দটিতে যেমন প্রথম, তৃতীয়, চতুর্থ, ষষ্ঠ ও 
FAT স্থানে ব্যঞ্জনবর্ণ এবং দ্বিতীয়, পঞ্চম ও অষ্টম স্থানে স্বরবর্ণ ছিল সেইরূপই 
থাকিবে | 


এখন, স্বরবর্ণ তিনটিকে উক্ত নির্দিষ্ট স্থান তিনটিতে |3 বিভিন্ন উপায়ে রাখা 
যায় এবং ব্যঞ্চনবর্ণ চটির মধ্যে 9টি 1 বলিয়া উহ্াদিগকে উক্ত নির্দিষ্ট চটি স্থানে 


ia বিভিন উপায়ে রাখা যায়। সুতরাং, স্বরবর্ণ তিনটির বিশ্বাসের үз বিভিন্ন 
উপায়ের গ্রত্যেকটির সহিত gaad ঠটির বিশ্যাসের P fen উপায়ের 
প্রত্যেকটি সংযুক্ত করা যায় বলিয়া মোট বিহ্যাস-সংখ্য| হইবে 
[3x 5 =360; 
„бя মোট я л = 360 — 1 = 859. 


©]. 4. How many numbers greater than a million can be 
formed with the digits 2, 3, 0, 3, 4, 2, 3 ? 


সংখ্যাগুলি এক মিলিয়ন (নিযুত) অপেক্ষা বৃহত্তর বলিয়া, উহাদের গ্রত্যেকটিই 


বিন্যাস ও সমবায় ৮৩ 


সাত অথবা সাতের অধিক wee হইবে। কিন্তু সাতটি ws দেওয়া 
আছে; অতএব, সবগুলি অঙ্ক লইয়াই সংখ্যা গঠন করিতে হইবে | 


এখন, অঙ্কগুলির মোট সংখ্যা 7 এবং ইহাদের মধ্যে দুইটি এ ও তিনটি 3 
আছে; Wah, অস্কগুলির সবগুলি লইয়! গঠিত মোট বিন্যাস-সংখ্যা 


7 
= my = 490), 

এই 420টি বিন্তাসের কতকগুলির আদিতে 0 আছে; ইহারা নিযুতের চেয়ে 
বৃহত্তর সংখ্যা নহে বলিয়া ইহাদিগকে বাদ দিতে হইবে | যে সকল বিশ্বাসের 
আদিতে 0 আছে তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় করিতে হইলে, 0 কে প্রথম স্থানে 
রাখিয়া বাকী ছয়টি স্থান বাকী ছয়টি অঙ্ক দ্বার! কত বিভিন্ন উপায়ে পূর্ণ কর! যায়, 
তাহাই নির্ণয় করিতে হয়। বাকী 6টি অঙ্কের দুইটি 2 এবং তিনটি 8. 


যে সকল বিশ্বাসের আদিতে o আছে তাহাদের সংখ্যা 
166 
{213 60. 
নির্ণেয় এক মিলিয়ন অপেক্ষা বৃহত্তর সংখ্যাগুলির সংখ্য! 
= 420 - 60 = 360. 
бе]. 5. In how many ways сап the letters of the word 
‘arrange’ be arranged ? How many arrangements can be made, 
(a) if the two r's are not allowed to come together, (b) if neither 
the two 78 nor the two a's are allowed to come together ? 
এস্থলে মোট 7টি অক্ষরের মধ্যে 2টি r, 9টি о এবং বাকী অক্ষরগুলি পরস্পর 
এবং অন্ত সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন | 
oua ee d 
бсб বিহ্যাস-সংখ্যা [3 [5 ^ 1.52.3 = 1260. J 
(а) যে সকল বিন্যাসে r দুইটি একত্র নাই তাহাদের সংখ্যা মোট বিন্যাস- 
সংখ্যা, 1960 হইতে যে সকল বিন্যাসে উহার! একত্র আছে তাহাদের সংখ্যা 
বিয়োগ করিলেই পাওয়া যাইবে। 


যে সকল বিন্যাসে” দুইটি একত্র আছে তাহাদের সংখ্য! নির্ণয় করিতে হইলে, 
r দুইটিকে বন্ধনীভুক্ত করিয়া একটি অক্ষর মনে করিতে হয়। এইরূপ করিলে 
অক্ষরগুলি হইল а, (rr), а, п, g, е; ইহাদের সংখ্যা 6 এবং 6টির মধ্যে 
দুইটি а. ইহাদের সবগুলি লইয়া গঠিত বিন্যাস-সংখ্যাই facfg RIIAT | 
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. যে সকল বিন্যাসে 2টি r একত্র থাকে তাহাদের সংখ্যা 
us A 
ig 7 0548 = 360. 


, যে সকল বিন্যাসে দুইটি” একত্র নাই তাহাদের সংখ্যা 
= 1260-360 = 900. 

(b) arrange শব্দটির সবগুলি অক্ষর লইয়! বিন্যাস রচনা করিলে যে 
1260টি বিন্যাস পাওয়া যায় তাহাদিগকে নিয়ে বণিত চারভাগে ভাগ করিয়া 
রাখা যায় £ 

(9 দুইটি > অথবা দুইটি a কখনই পাশাপাশি থাকিবে না, এইরূপ বিশ্যাস- 
সমূহ ; মনে কর, উহাদের সংখ্যা N ; 

(ii) দুইটি ?-ও পাশাপাশি থাকিবে, দুইটি a-9 পাশাপাশি থাকিবে, এইরূপ 
বিন্যাসদমূহ ; মনে কর, ইহাদের সংখ্যা 1; 

(ui) কেবলমাত্র দুইটি পাশাপাশি থাকিবে, কিন্তু দুইটি ৫ পাশাপাশি 
থাকিবে না, এইরূপ RIAA ; মনে কর, ইহাদের সংখ্য! m ; 

(iv) কেবলমাত্র দুইটি a পাশাপাশি থাকিবে, কিন্তু দুইটি r fast 
থাকিবে না, এইরূপ বিশ্যাসসমূহ ; মনে কর, ইহাদের সংখ্যা n. 

তাহা হইলে, N+1+m+n=1260, 

বা, N=1260-(J+m+n), 

যে সকল বিন্যাসে এটি” পাশাপাশি থাকে এবং 9টি д-6 পাশাপাশি থাকে, 
তাহাদিগের সংখ্য! দুইটি > কে TH SS করিয়া সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন একটি 
অক্ষর এবং দুইটি a কে vuelve করিয়া সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন আর একটি 
অক্ষর মনে করিলে, (aa), (rr), n, 9, e, এই যে БВ বিভিন্ন অক্ষর পাওয়া 
যায়, pi সবগুলিকে লইয়! গঠিত বিশ্যাস-সংখ্যার সমান। 

= [5 = 190. - (1) 
l+m=C সকল বিন্যাসে 9টি r পাশাপাশি থাকে, তাহাদের সংখ্যা 
=9টি r কে «түе করিয়া অন্য সকল অক্ষর হইতে ভিন্ন একটি 
অক্ষর মনে করিলে, а, (r), a, n, 0, e এই যে ছয়টি অক্ষর 
পাওয়া যায় তাহাদের সবগুলি লইয়া গঠিত বিন্তাসসমূহের সংখ্যা 


we a = 
[g =654.3.—800. ... а @ 
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এইরূপে, 1+ n =360. x we (8) 
(2) ও (3) এর যোগফল হইতে (1) বিয়োগ করিয়া, 
ї+т+п= (1+ т) + (0+) – 1 
= 360 + 360 – 120 = 600. 
N= 1260 _ (L + m + n) = 1260 — 600 = 660. 
উদ]. 6. If there be m things to be given to m persons, show 


that n" will represent the total number of different ways in 
which they may be given. 


mae জিনিসের যে-কোন একটি জিনিস £-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে 
লোকগুলিকে দেওয়া যায় ; কারণ %-সংখ্যক লোকের যে-কোন জনকেই জিনিসটি 
দেওয়া যায়। এই জিনিসটি %-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে 
দেওয়া হইলে, অর্থাৎ একজনকে দেওয়া হইলে আর একটি জিনিসও %-সংখ্যক 
বিভিন্ন উপায়ে লোকগুলিকে দেওয়া যায়; কারণ প্রথম জিনিসটি যে লোক 
পাইয়াছে, এ জিনিসটিও সেই লোকের পাইবার বাধা নাই বলিয়া, %-সংখ্যক 
বিভিন্ন লোকের যে-কোন জনকেই এই জিনিসটিও দেওয়া যায়। এখন, প্রথম 
জিনিসটি দিবার %-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটির সহিত দ্বিতীয় জিনিসটি 
দিবার ॥-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, 
জিনিস nxn বা as? বিভিন্ন উপায়ে দেওয়া যায়। এইরূপে দুইটি জিনিস 
দিবার n? বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেক উপায়ের সহিত তৃতীয় একটি জিনিস দিবার 
*-সংখ্যক উপায়ের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, তিনটি জিনিস n? xn 
41 n? বিভিন্ন উপায়ে দেওয়া যায়। 

এইরূপে অগ্রসর হইয়া দেখা যায় যে, %সংখ্যক লোকের মধ্যে গ-সংখ্যক 
জিনিস যত উপায়ে দেওয়া যায় তাহাদের সংখ্যা = nx, 

Bul. 7. If there be two kinds of balls, black and white, and 


at least 4 of each kind, in how many different ways can a ball 
be put in each of 4 different boxes ? 


কালো অথবা সাদা যে-কোন একটিকেই প্রথম বাক্সে রাখা যায় বলিয়া, 
প্রথম বাক্সে দুই উপায়ে একটি বল রাখা যায়; আবার, প্রথম বাক্সে কালে! 
অথবা সাদা যে-কোন রঙের বলই রাখা হউক না কেন, অর্থাৎ, প্রথম বাক্সে 
যে-কোন ছুই উপায়ের এক উপায়ে একটি বল রাখা হইলে, দ্বিতীয় বাক্সেও সাদা 
অথবা কালো যে-কোন একটি বল রাখা যায়, অর্থাৎ দ্বিতীয় বাক্সে ছুই উপায়ে 
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একটি বল রাখা! যাঁয়। এখন, প্রথম বাক্সে বল রাখার দুই উপায়ের প্রত্যেক 
উপায়ের সহিত দ্বিতীয় বাক্সে বল রাখার ছুই উপায়ের প্রত্যেক উপায় সংযুক্ত কর! 
যায় বলিয়া, দুইটি বাক্সে 2x 9 19° বিভিন্ন উপায়ে বল রাখা যায় । আবার, 
প্রথম ছুই বাক্সে 9? বিভিন্ন উপায়ের যে-কোন এক উপায়ে বল রাখা হইলে, 
তৃতীয় বাক্সে 9 উপায়ে বল রাখা যায়, এবং প্রথম ছুই বাক্সে 9° উপায়ে 
বল রাখার প্রত্যেকটি উপায়ের সহিত তৃতীয় বাক্সে বল রাখার  উপায়ের 
প্রত্যেকটি উপায় সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, এ তিনটি বাক্সে 2° хә বা 
25 বিভিন্ন উপায়ে একটি একটি বল রাখা যায়। আবার, চতুর্থ বাক্সেও 9 বিভিন্ন 
উপায়ে একটি বল রাখা যায়, এবং তিনটি বাক্সে বল রাখিবার 9টি বিভিন্ন উপায়ের 
প্রত্যেকটির সহিত চতুর্থ বাক্সটিতে একটি বল রাখিবার af বিভিন্ন উপায়ের 
গ্রত্যেকটিকে সংযুক্ত কর] যায় বলিয়া, যত বিভিন্ন উপায়ে চারটি বাক্সে একটি 
একটি করিয়া বল রাখা যায় তাহাদের সংখ্য! = 99 x 2—9* =16, 


erat 9 


1. Find the number of permutations of the letters in India. 
[ Calcutta, 1919, ’20 ] 


2. Find the number of permutations of the letters of the 
word Calcutta, taken all together. [ Caleutta, 1916 ] 


3. How many different words can be made out of the letters 
which form the word Allahabad ? In how many of these will the 
yowels occupy the even places ? 


4. А library has 5 copies of one book, 4 copies of each of 
two books, 6 copies of each of three books, and single copies of 
eight books. In how many ways can all the books be arranged ? 

[ Calcutta, 1934 ] 


5. Find how many words could be made from the letters of 
the word Orion, supposing that (i) the letters may stand in any 
order, and (ii) the two consonants may not stand together, 


6. In how many ways can the letters of the word rationalisa- 
tion be re-arranged ? In how many of the new arrangements 
will the 2 t's be together, and in how many will the 3 a's occupy 
the first three consecutive positions ? 


7. In how many ways can the letters of the word Utili- 
larianism be re-arranged without changing the position of any 
of the vowels ? 


বিন্যাস ও সমবায় ৮৭ 


8. In how many ways can the letters of the word Civilisa- 
tion be re-arranged without changing the relative order of vowels 
amd consonants ? 


9. You are given 12 balls of which 4 are red, 3 black and 
5 white; in how many ways can you arrange the balls so that 
no two white balls may occupy contiguous positions ? 


10. A train consists of 12 carriages, of which 5 are first class, 
4 second and the rest third class. In how many different ways 
may the carriages be arranged ? In how many different ways 
may they be arranged so that all the first class may be together ? 


41. How many different numbers each of six digits can be 
formed by means of the digits of the number 121,202 ? 


12. How many numbers can be formed with the digits 
9, 8, 5, 2, 8, 4, 8, 2, 5, 8, 5,2, 3 taken all together, so that the 
even digits may always occupy the even places ? 

18. ОГ 15 balls of which some are white and the rest black, 
how many should be white so that the number of ways in which 
the balls can be arranged in a row may be the greatest possible ? 


14. In how many ways can 3 prizes be given away to 7 boys 
when each boy is eligible for any of the prizes ? 


15. There are 3 candidates for a Professorship, and one is 
to be elected Ьу the votes of 5 men; in how many ways can the 
votes be given ? 

16. Tf there be 4 different steamers plying between Calcutta 
and Chandbali, all of them leaving Calcutta together, in how 
many ways can a gentleman make 7 journeys from Calcutta 
to Chandbali ? 


17. Inthe preceding example what would be the answer if 
ono of the steamers were in dock for repairs when the gentleman 
made his 8rd journey and if two of them were in dock when he 
made his 5th journey, on every other occasion all the 4 steamers 
were plying together ? 

18. Sixteen men compete with one another in running, swim- 
ming and riding. How many prize-lists could be made if there 
were altogether 6 prizes of different values, one for running, 
2 for swimming and 8 for riding ? 

19. А guardian with 6 wards wishes every опе of them to 
study either Law or Medicine or Engineering; in how many 
ways can he make up his mind with regard to the education of 
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his wards if everyone of them be fit for any of those branches 
of study ? 


20. There are m men and n monkeys, being greater than 
т. Tía mam may have any number of monkeys, in how many 
ways may every monkey һауе a master ? 


2714. Jeza ASS বভ্তসম্ুহেন্ল SIDA 
(Circular Permutations)? %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে বৃত্তাকারে লাজাইলে 
যে সকল বিভিন্ন বিন্যাস পাওয়া যায় তাহাদের সংখ্যা নির্ণয় | 


বিভিন্ন বস্তুকে কোন বৃত্ত বা বক্র রেখা দ্বারা বদ্ধ ক্ষেত্রের পাশে পাশে রাখিয়া 
সাজাইলে যে সকল বিভিন্ন বিন্যাস পাওয় যায় তাহাদের মধ্যে" বস্তসমূহের 
একই আপেক্ষিক অবস্থান-বিশিষ্ট বিশ্যালসমূহকে অভিন্ন এবং বিভিন্ন আপেক্ষিক 


(2) 


E 
D P 
с 4 

B 

(9) (4) 

A A 

F B 
Р B 
E 

© ^ D 

D ৫ 


অবস্থান-বিশিষ্ট বিশ্যাসসমৃহকে ভিন্ন বিশ্যাসরূপে গণ্য কর! হয়। যেমন, 
কতকগুলি বিভিন্ন বস্তুকে A, B, 0, D, E, 77 দ্বার! সুচিত করিলে, বস্তসমূহের 
একই আপেক্ষিক অবস্থান-বিশিষ্ট বিশ্বাস দুইটি হইবে অভিন্ন; কিন্তু বন্তগুলির 
বিভিন্ন আপেক্ষিক অবস্থান-বিশিষ্ট বিশ্বাস দুইটি হইবে বিভিন্ন। 


বিন্যাস ও সমবায় ৮৯ 


A হইতে আরস্ত করিয়া, ঘড়ির কীট! যেদিকে চলে সেদিকে বৃত্তটির পাশে 
পাশে চলিলে পূর্বপৃষ্ঠার চিত্র (1) ও (9) এ পর পর একই অক্ষর পাওয়া যায় 
বলিয়া বিশ্বাস দুইটিকে অভিন্ন বিন্যাসরূপে গণ্য কর] হয়, কিন্তু চিত্র (8) ও (4) এ 
এরূপ পাওয়া যায় না বলিয়া, উহাদিগকে দুইটি ভিন্ন বিশ্যাসরূপে গণ্য 
করা EXI 

অতএব, কতকগুলি বিভিন্ন বস্তুকে বৃত্তাকারে সজ্জিত করিয়া বিভিন্ন বিন্যাস 
পাইতে হইলে, Q সকল বস্তুর যে-কোন একটির অবস্থান স্থির,রাখিয়া অবশিষ্ট 
সকলগুলিকে সম্ভাব্য সকল প্রকার বিভিন্ন উপায়ে সাজাইতে হয়। 

অতএব, %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুর একটির অবস্থান স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট 
(৮-3)-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তু দ্বারা যে1%-1-সংখ্যক বিন্যাস রচনা করা যায়, তাহাই ' 
হইল %-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে বৃত্তাকারে সাজাইবার মোট RIAA | 

দ্রষ্টব্য 1. অনেক বীজগণিতে সারিতে সারিতে সাজানোকে রৈথিক 
বিন্যাস (linear permutations) এবং বৃত্তাকারে সাজানোকে বৃত্তাকার বিন্যাস 
(Circular permutations) বল] হইয়াছে। 

দ্রব্য 2. উপরের অনুচ্ছেদে ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘুরে সেইদিকে এবং 
ইহার উণ্টাদিকে একই অক্ষরসমূহ দ্বার! গঠিত বিন্যাস দুইটিকে স্বতন্ত্র গণ্য 
করা হইয়াছে; কিন্তু উহাদিগকে অভিন্ন মনে করিলে, মোট বিন্যাস হইবে 
Мњ-1, যেমন, %-সংখ্যক বিভিন্ন আকারের বা বিভিন্ন রঙের ফুল লইয়া মাল! 
রচনা করিলে $18-1-সংখ্যক বিভিন্ন নমুনা পাওয়া যাইবে; কারণ, কোন 
agata, ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘুরে সেদিকে ফুলগুলি যে-ক্রমে সজ্জিত থাকে, 
অন্য এক নমুনায় যদি অনুরূপ ফুলগুলি ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘুরে তার উণ্টাদিকে 
একইক্রমে সচ্দিত থাকে, তবে মালাটিকে ঘুরাইয়! ধরিলে নমুনা দুইটির মধ্যে 
কোন পার্থক্য থাকে না বলিয়া, নমুনা দুইটিকে অভিন্ন ধরা হয়। 

দ্রঠুব্য 8. %-সংখ্যক ব্যক্তি কত বিভিন্ন উপায়ে gatera বসিতে পারেন, 
ইহা না বলিয়া %-সংখ্যক ব্যক্তি কত বিভিন্ন উপায়ে একটি গোল টেবিলের 
চারিপাশে বলিতে পারেন বলিলে, উত্তর হইবে (n, n— 1 নয় ; কারণ, এক্ষেত্রে 
ব্যক্তিসমূহের পরস্পরের আপেক্ষিক অবস্থান নহে, টেবিলের সহিত এ ব্যক্তি- 
গণের আপেক্ষিক অবস্থান বিবেচনা করিতে হয়। 


উদ. 1. In how many ways can 7 Englishmen and 7 Ameri- 
cans sit down at a round table, no two Americans being in 
consecutive positions ? 


Re বীজগণিত 


একজন ইংরেজের অবস্থান স্থির রাখিয়া অবশিষ্ট 6 জন ইংরেজকে সম্ভাব্য 
সকল উপায়ে টেবিলটির পাশে পাশে বদাইলে মোট [6 বা 720টি RIA 
পাওয়া যাইবে | 


ইত্যাদি এক একজন 


ХУ 
479 

এই 10টি বিস্যাসের প্রতিটি বিশ্বাসে পাশাপাশি উপবিষ্ট দুইজন ইংরেজের 
মাঝখানে একজন আমেরিকানকে বসাইলে, 7 জন আয়েরিক|নকে এরূপ 
тб স্থানে বসানো যাইবে এবং আমেরিকানদেরও কোন দুইজনই একত্র বসিবে 
না। এখন, 7 জন আমেরিকানকে এ 70 স্থানে үт বিভিন্ন উপায়ে বসানো! যায় ; 
এবং ইংরেজদের বপিবার প্রতিটি বিন্যাস হইতে আমেরিকানদের বসিবার 
[7-সংখ্যক বিভিন্ন বিশ্যাস পাওয়া যায়। ইংরেজদের বসিবার |6-সংখ্যক বিন্যাস 
আছে; অতএব, মোট বিশ্যাস-সংখ্য। 


16 x [7=3628800. 


бе. 2. In how many ways can 8 persons be seated at 
а round table, so that all shall not have the same neighbours in 
any two arrangements ? 

৪ ব্যক্তিকে টেবিলের পাশে পাশে গোল করাইয়া বদাইলে 18-1 বা 
[7-সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া যায়। এই সকল বিশ্যাসের কোন একটিতে 9 সকল 
লোক ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘুরে সেদিকে যে-ক্রমে উপবিষ্ট থাকে, অপর 
একটিতে এ সকল লোক ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘুরে তার বিপরীত দিকে একই 
ক্রমে উপবিষ্ট থাকে ; অতএব, এই দুইটি বিশ্যাসের একটির যে-কোন লোকের 
দুইপাশে যে দুইজন লোক থাকিবে, অপরটিতেও এ লোকের দুইপাশে একই 
দুইজন লোক থাকিবে | স্থতরাং, іст, এই দুইটি Rame বিভিন্ন 
না ধরিয়া অভিন্ন মনে করিতে হইবে। এইরূপ দুইটি বিশ্যাসকে অভিন্ন মনে 
করিলে মোট RIAAN] হইবে $17 বা 3 х 5040 = 2520. 
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ersten 10 
1. Find in how many ways can 10 children sit in a merry- 
go-round relatively to one another. [ Calcutta, 1921 ] 


2. In how many ways can 6 persons be seated at a round 
table, so that all shall not have the same neighbours in any two 
arrangements ? 


3. In how many ways can 5 students of class XI and 
5 students of class X be arranged alternately at a round table ? 


4. There are 2m guests at a dinner party. Supposing that 
the master and mistress of the house have fixed seats opposite 
one another, and that there are two specified guests who must 
not be placed next to one another ; find the number of ways in 
which the company can be placed. 


215. nets fafen == sees Valera 
asafa উচ্ছা। ===) 2005 সঙম্লাক্রসম্মুহেল 216051 
face 


[ Lo find the total number of combinations of n dissimilar 
things by taking some or all at a time. | 


%-সংখ্যক বিভিন্ন বস্তুকে ал, ৫০,......,% দ্বার] স্থচিত করিলে দেখা যায় 
যে, উক্ত %সংখ্যক বস্তুর একটি একটি, দুইটি দুইটি, ইত্যাদিরূপে লইয়া এবং 
সর্বশেষে সবগুপিকে লইয়া উক্ত প্রকারে সম্ভাব্য সকল প্রকার বিভিন্ন সমবায় 
গঠন করিলে, এই সকল সমবায়ের যে-কোনটিতে a, বস্তুটি (1) থাকিতে পারে, 
অথবা, (2) নাও থাকিতে পারে 1 অতএব, দেখা যাইতেছে, প্রদত্ত শর্ত অনুসারে 
গঠিত সমবায়সমূহে a, বস্তুটি মাত্র দুই উপায়ে বিবেচিত হইতে পারে š 

(1) উহা গৃহীত হইতে পারে, অথবা (2) উহা পরিত্যক্ত হইতে পারে; 
এইরূপে a, বস্তুটিও ছুই উপায়ে বিবেচিত হইতে পারে ; এবং a, কে বিবেচনা 
করিবার প্রত্যেক উপায়ের সহিত a, কে বিবেচনা করিবার প্রত্যেকটি উপায় 
সংযুক্ত করা যায় বলিয়া, এ দুই বস্তুকে SPAT মোট 2x9, বা 9-সংখ্যক 
বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা কর] যায়। আবার, as বস্তুটিকে যে দুই উপায়ে 
বিবেচনা করা যায় তাহার প্রত্যেক উপায়ের সহিত a, এবং a, কে বিবেচনা 
করিবার 9*-সংখ্যক উপায়ের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত করিলে দেখা যায় যে, as, 
азы a, বস্তু তিনটিকে একসঙ্গে 9 * বা 2° বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা কর! 
যায়। এইরূপে অগ্রসর হইলে, দেখা যায় যে, %-সংখ্যক বস্তুকে PACT 


৯২ বীজগণিত 


2"-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা করা যায় । এখন, উক্ত %-সংখ্যক বস্তুকে 
«ener বিবেচনা করিবার এই সকল বিভিন্ন উপায় হইতেই সবগুলি সমবায় 
এবং ইহাদের প্রত্যেকটি হইতে একটি সমবায় গঠিত হইয়াছে বলিয়া এবং 
З 9"-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের মধ্যে যেটিতে বস্তুসযূহের প্রত্যেকটিকে দ্বিতীয় 
উপায়ে যাহাতে বস্তুটি পরিত্যক্ত হইয়াছে এইরূপে বিবেচনা করা হইয়াছে, 
সেটিতে সমুদায় %-সংখ্যক বস্তুই পরিত্যক্ত হওয়ায়, উহা হইতে কোন সমবায়ই 
উৎপন্ন হয় না বলিয়া উহাকে বাদ দিয়া মোট সমবায়-সংখ্যা হইবে 
91-1, 


দ্রষ্টব্যঃ উপরের ফল হইতে আমরা দেখিতে পাই 
"O, +10, +0, ++ 0, 9^—1, 


216. সব্গুন্নি বিভিন্ন ace, am SEAIA 
aS 39303 | 


(১+০+৮+--)-সংখ্যক বস্তুর মধ্যে ৮-সংখ্যক 49 একজাতীয় 
এবং পরস্পর অভিন্ন, এ-সংখ্যক বস্তু ভিন্ন একজা তীয়, কিন্তু পরস্পর 
অভিন্ন, "সংখ্যক বস্তুও এ দ্ুইজাতীয় বস্তু হইতে ভিন্ন অন্য একজাতীয়, 
কিন্তু পরস্পর অভিন্ন, ইত্যাদিরূপে অন্যান্য জাতীয় বস্তগুলিও থাকিলে 
এই সকল বস্তু হইভে একটি একটি করির! লইয়া, দুইটি দুইটি করিয়া! 
লইয়া, ইত্যাদিরূপে সর্র্ধশেষে সবগুলিকে লইয়! সম্ভাব্য সকল প্রকার 
বিভিন্ন সমবায় গঠন করিলে মোট সমবায়-সংখ্য। হইবে 


(p+1)(q+1)(r+1)--- 1. 
£সংখাক সমজাতীয় এবং পরস্পর অভিন্ন বস্তু, প্রদত্ত শর্তমতে গঠিত 
সমবায়সমূহের : 
(1) কতকগুলিতে একটি করিয়া থাকিতে পারে, 
(2) কতকগুলিতে দুইটি করিয়! থাকিতে পারে, 
(3) কতকগুলিতে তিনটি করিয়া! থাকিতে পারে, 


(р) কতকগুলিতে ?-সংখ্যকটি করিয়া থাকিতে পারে, 
(р +1) কতকগুলিতে এ বস্তুটি মোটেই ন! থাকিতে পারে। 


Rata ও সমবায় DE 


অতএব, দেখা গেল, উক্ত £-সংখ্যক বস্তুকে সমবায় গঠনকালে (р+1)- 
সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা করা XI I 
এইরূপ, ৫-সংখ্যক সমজাতীয় এবং পরস্পর অভিন্ন বস্তুকে সমবায় গঠনকালে 
(৫+1)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা করা যায়। 
এখন, %-সংখ্যক সমজাতীয় বস্তুকে বিবেচনা করিবার (০+1)-সংখ্যক বিভিন্ন 
উপায়ের প্রত্যেকটি সহিত এ-সংখ্যক সমজাতীয় বস্তুকে বিবেচনা করিবার 
(0+ 1)-লংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের প্রত্যেকটিকে সংযুক্ত করা যায় বলিয়া p এবং 
এ-সংখ্যক সমজাতীয় বস্তুকে সমবায় গঠনকালে মোট (০+1)(৫+1)-সংখ্যক 
বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা করা যায় । এইরূপে, p, ৫,%-সংখ্যক সমজাতীয় বস্তুকে 
সমবায় গঠনকালে মোট (০+1)0৫+1)0-+1)-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা 
করা যায়। i 
এইরূপে অগ্রসর হইলে দেখা যায় যে, সমুদায় বস্তুকে সমবায় গঠনকালে 
মোট (+1)৫+1)0+1)---সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ে বিবেচনা করা যায়। 
অতএব, বস্তগুলিকে বিবেচনা করিবার এই সকল বিভিন্ন উপায় হইতেই সবগুলি 
সমবায় এবং ইহাদের প্রত্যেকটি হইতে একটি সমবায় উৎপন্ন হয় বলিয়া এবং 
উক্ত (9+1)0৫+1)(+1)-*-সংখ্যক বিভিন্ন উপায়ের মধ্যে যেটিতে প্রত্যেক 
জাতীয় বস্তুকে উপরিবর্দিত উপায়সমূহের শেষোক্ত উপায়ে যাহাতে এ সমজাতীয় 
বস্তুর একটিও থাকিবে না «яси বিবেচনা করা হয়, সেটিতে সকল জাতীয় 
বস্তুই পরিত্যক্ত হওয়ায় উহ! হইতে কোন সমবায়ই উৎপন্ন হয় না বলিয়া উহাকে 
বাদ দিরা মোট সমবায়-সংখ্যা হইবে 
(p+ q+ (r +1)++—1. 
অনুসিদ্ধান্ত। বস্তগুলি অভিন্ন হইলে, ===] হইবে, এবং 
তখন 9+৫+/+:--% ধরিয়া, এই ॥-সংখ্যক বস্তু হইতে এটি, 20,..., 
॥-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত সমবায়সমূহের সংখ্যা 
(1 +1)01+1)(1 +2)--1৮সংখ্যক উৎপাদক -1 
_9.2.9.., এইরূপ ॥-সংখ্যক উৎপাদক —1 
-9"-1. [ অন্ত, 2'15 দ্ৰষ্টব্য 1] 


217. fafem кесел fast 

(॥+॥)-সংখ্যক বস্তুকে কত বিভিন্ন উপায়ে যথাক্ৰমে ম"সংখ্যক 
এবং ॥-সংখ্যক বন্ত-সংবলিত দুইটি দলে ভাগ কর! যায় তাহা! নির্ণয় 
করিতে হইবে। 


38 বীজগণিত 


[ To find the number of ways in which m+n things cam be 
divided into two groups containing m and n things respectively. ] 


(m +n) AAIE বস্তু হইতে ""0,,-সংখ্যক উপায়ে %,-সংখ্যক বস্ত-সংবলিত 
এক একটি দল গঠন কর! যার, এবং যতবারই এই %-সংখ্যক বস্ত-সংবলিত দল 
গঠন করা যায়, ততবারের প্রত্যেকবারেই %-সংখ্যক ae পড়িয়া থাকিবে, যাহ! 
হইতে "0, বা 1টি মাত্র উপায়ে॥-সংখ্যক বস্ত-সংবলিত দল গঠন কর! যায়। 
অতএব, যে সকল বিভিন্ন উপায়ে sine এবং %-সংখ্যক বস্ত-সংবলিত দুইটি 
দুইটি দলে (%/+-%)-সংখ্যক বস্তুকে ভাগ কর! যায় তাহাদের সংখ্যা 

x ming, x1 mmi E m+n, 


[m | % 

WEG! n=m হইলে, উপরের ফলে n= m বসাইয়া ae জোড়া দল 
পাওয়া যায়? কিন্তু ইহাদের প্রতি|2 বা এ জোড়ার একটিতে যে দুই দল থাকে 
অন্যটিতেও Å ছুই দলেরই স্থান অদল বদল কর! হয় মাত্র বলিয়া ঠিক সেই 
দুই দলই থাকে; অতএব, এক্ষেত্রে, 2%-সংখ্যক বস্তুকে "সংখ্যক বস্ত-সংবলিত 
দুইটি দুইটি দলে ভাগ করিবার বিভিন্ন উপায়-সংখ্যা হইবে 

alaa , 1 [2m 
12170115119 (т) 
1.1. How many different sums can be formed with the 


following coins : a farthing, a penny, а six pence, a shilling, a half- 
crown, a crown, a half-sovereign and a sovereign ? 


এন্থলে মোট ৪টি বিভিন্ন মূদ্রা আছে; এই সকল মুদ্রা হইতে একটি করিয়া 

বা দুইটি করিয়া, ইত্যাদিরূপে লওযা যায়। 
মোট নির্ববাচন-সংখা। 
= "0, +0, * *0, * 8054 ৪0৮+ ৪0, +00, + *0, 

2°-1=256-1=255, 

©]. 2. How many different factors can 42 have ? 

কোন সংখ্যার মৌলিক উৎপাদকগুলির প্রত্যেকটিই উহার উৎপাদক, 
আবার, এইসব মৌলিক উৎপাদকের একাধিকের গুণফলও উহার উৎপাদক। 

এখন 49 এর তিনটি মৌলিক উৎপাদক 9, 97. এই তিনটি মৌলিক 
উৎপাদকের এক বা একাধিককে যত বিভিন্ন উপায়ে নির্বাচন করা যায় 49 এর 
ততগুলিই উৎপাদক হইবে। ) 


বিন্যাস ও সমবায় ৯৫ 


মোট উৎপাদক-সংখ্য1- °C, +805 + 0, 22? - 1-7. 
কিন্তু এই দটি উৎপাদকের মধ্যে 498 আছে, সেটিকে বাদ দিয়া নির্ণেয় 
উতৎপাদক-সংখ্যা-দ - 1= 6. 


Gril. 3. In how many ways can 10 things be divided in three 
groups of 2, 8 and 5 things respectively ? 


10টি জিনিস হইতে 9টি করিয়া নির্বাচন কর! যায় 190, উপায়ে; 9টি 
জিনিস নির্বাচিত হইবার পরে অবশিষ্ট ৪টি জিনিস হইতে ৪টি করিয়া নির্ববাচন 
করা যায় £0, উপায়ে এবং 3টিকে নির্বাচন করিবার পরে অবশিষ্ট চটি হইতে 
চটি করিয়! নির্বাচন করা যায় 5০5 উপায়ে 
10টি জিনিসকে যথাক্রমে 2, 3 ও 5টি জিনিস-সংবলিত ৪টি দলে ভাগ 
করিবার মোট উপায়-সংখ্য। 


=100, x 809 x "0,= x 1=45 x 56 = 2520. 


10x9,8x7x6 
2x1 3x2x1 

দ্রব্য 2 স্থত্র-সাহায্যে একবারেও লেখা যায়, যত বিভিন্ন উপায়ে জিনিস- 
গুলিকে এ, 3 ও 5টি জিনিস-সংবলিত ৪টি ৪টি দলে ভাগ করিয়া রাখা যায়, 
তাহাদের ASAT 


_ [0 _ 10.9.8.7.6.15 _ 
181315 219.8145 = 220. 


উদ. 4, () In how many ways can 15 different things be 
divided equally among three persons ? 


(ü) In how many ways can 15 different things be divided 
into three groups of 5 each ? 


G) ega 15টি বিভিন্ন বস্তুকে 3 ব্যক্তির মধ্যে সমান ভাগে ভাগ 
করিয় দিলে প্রত্যেকে 5টি করিয়া বস্তু পাইবে এবং যত বিভিন্ন উপায়ে উহাদের 
ভাগ করিয়া! দেওয়া যায় তাহাদের সংখ্য। 


= 756756. 


(i) axa, বিভিন্ন চটি বস্ত-সংবলিত ৪টি ৪টি দলে 15টি বস্তুকে ভাগ 
করিতে হইবে বলিয়া, 3টি ৪টি দলের মোট লমবায়-সংখ্যা, অর্থাৎ যত বিভিন্ন 


эз বীজগণিত 


উপায়ে উহাদের লইয়া 5টি বস্ত-সংবলিত ৪টি করিয়া দল গঠন করা যায়, 


তাহাদের সংখ্যা 
H5 _ _ 756756 


= GB Be 126126. 
ersten 11 
1. A man has 6 friends : in how many ways may he invite 
one or more of them to dinner ? [ C. U. 1950] 


2. In how many ways is it possible to draw а sum of money 
from a bag containing a Sovereign, a half-sovereign, a crown, 
a florin, a shilling, a penny and a farthing ? 


3. How many different factors may 4290 have ? 


4. In how many ways is it possible to make a selection out 
of 4 oranges, 6 apples and 7 guavas, all the fruits of the same 
kind being of same size ? 


5. In how many ways can the following books be divided 
between two students : 8 copies of Tagore’s Gitanjali, 5 copies of 
Bankimchandra's Ananda Math, and 7 copies of Saratchandra’s 
Pather Dabi ? 


6. Show that the number of all possible selections of one 
or more questions from 8 given questions, each having an alter- 
native, is 3% — 1. [ C. U. 1918 ] 


7. Prove that the total number of selections that can be 
made out of the letters ‘daddy did a deadly deed’ is 1919, 
[ B. 0. 1910] 
8. In how many ways can 8 different things be divided 
between two persons ? 


9. In how many ways can 22 people be divided into two 
cricket teams to play against each other in a friendly game ? 
[ C. U. 1950] 


10. Show that the total number of combinations formed by 
taking some or all of (p +q+7r) things of which р are alike, q are 
alike and the rest are all different із (p + 1)(q + 1)" - 1. 


218. fefe ers 


rj. 1. Find the number of £roups and arrangements of the 
letters of the word examination, taken 4 at a time, 


বিন্যাস ও সমবায় 21 


শব্দটিতে মোট 11টি অক্ষর (a, a), (i, i), (n, n), e, т, m, t, o আছে; 
ইহাদের মধ্যে 92টি a, 9টি $, 9টি n এবং 5টি আছে 1টি করিয়া | 

এই সকল অক্ষর হইতে 4টি করিয়া লইয়া সমবায় গঠন করিলে, ইহাদের 
কতকগুলিতে 4টি অক্ষরই বিভিন্ন থাকিতে পারে, আবার কতকগুলিতে সেইরূপ 
নাও থাকিতে পারে, অতএব, এ সকল সমবায়কে নিম্নলিখিত ৪ শ্রেণীতে বিভক্ত 
করা যায়ঃ 

(1) 4টি বিভিন্ন অক্ষরযুক্ত সমবায়সমূহ, 

(9) এটি একই প্রকার এবং এটি বিভিন্ন এইরূপ 4টি অক্ষরযুক্ত সমবায়সমূহ, 

(8) off একপ্রকার এবং অপর দুইটি ভিন্ন অন্য একপ্রকার এইরূপ 4টি 
অক্ষরযুক্ত সমবায়সমূহ। 

ইহ! স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, সম্ভাব্য সকল প্রকার সমবায় উপরিউক্ত 
শ্রেণী তিনটিতে আছে। সুতরাং, প্রত্যেক শ্রেণীর সমবায়-নংখ্যা নির্ণয় করিয়া, 
সেই সংখ্যা হইতে নির্ণেয় বিন্যাস-সংখ্যা পাওয়া Wea 1 

(1) a, i, n, e, т, m, t, o এই ৪টি অক্ষর হইতে 4টি করিয়। লইয়া সমবায় 
গঠন করিলে এই শ্রেণীর সমবায়গুলি পাওয়া যাইবে | 

অতএব, উহাদের AAT = 90. 

আবার, এই সকল সমবায়ের প্রত্যেকটি হইতে |4-সংখ্যক বিন্যাস পাওয়া 
যায় বলিয়া, এই শ্রেণীর সমবায়সমূহ হইতে গঠিত বিশ্যাস-সংখ্যা = 90, x |4, 

(2) (a, a) এর সহিত 4, n, e, т, m, to এই টি অক্ষরের 9টি করিয়া 
লইয়া সংযুক্ত করিলে, (i, 4) এর সহিত 7 এই Т অক্ষরের 
দুইটি করিয়া লইয়া সংযুক্ত করিলে, এবং (n, n) এর সহিত a, 4, ৫, ৫, m, t, 0 
এই 7টি অক্ষরের দুইটি করিয়া সংযুক্ত করিলে, এই শ্রেণীর সমবায়গুলি পাওয়া 
যাইবে । অতএব, এই শ্রেণীর সমবায়সমূহের মোট সংখ্য!= 3 x ৭08, 


আবার, এই সকল সমবায়ে প্রত্যেকটি হইতে সংখ্যক Rata পাওয়া 
যায় বলিয়া, এই শ্রেণীর সমবায়সমূহ হইতে গঠিত মোট বিশ্যাস-সংখ্যা 
=9x ©; х К: 

(3) (a, а), (i, i) এবং (n, n) এই 3 জোড়া অক্ষর হইতে 9 জোড়া করিয়া 
লইলেই এই শ্রেণীর সমবায়গুলি পাওয়া যাইবে । অতএব, এই শ্রেণীর 
সমবায়-সংখ্যাস্ম 209. 903. 
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45. 
আবার, এই সকল সমবায়ের প্রত্যেকটি হইতে Y Y বিশ্যাস 


পাওয়া যায় বলিয়া, এই শ্রেণীর সমবায়সমূহ হইতে গঠিত মোট বি্যাস-সংখ্যা 
wo eles 
0.1819 
frfa মোট বিন্যাস-সংখ্যা 
—290,T-8x'0,44*0, 
8.7.6.5 7.6 
4831*9*831 
=70+63+3=136 ; 
এবং নির্ণেয় মোট বিশ্যাস-সংখ্যা 
4: 
= ৪04 1478 ৮09 ха? 2T S 2 
=70 x 24+63х12+3х6 
= 1680+ 756 + 18 = 2454. 
উদ]. 2. А train is going from Howrah to Kharagpur and 
stops at nine intermediate stations. Six persons enter a com- 
partment of the train during the journey (at the intermediate 
stations) with six different tickets. How many different sets 
of tickets may they have had ? 


8, B, 8,8, Sy Be B, Se Bo E 

মধ্যবর্তী স্টেশনসমূহকে S,, 9,,..., So দ্বারা! সুচিত করিলে, স্পষ্টই দেখা 
যাইতেছে, খড়গপুর অভিমুখে যাইবার জন্য, S, স্টেশনে 9 প্রকার বিভিন্ন টিকিট 
পাওয়া যায়, S, স্টেশনে ৪ প্রকার বিভিন্ন টিকিট, Sa স্টেশনে 7 প্রকার বিভিন্ন 
টিকিট এবং এইরূপে S,, Ss, S, Sr, S. এবং 89 স্টেশনসমূহে যথাক্রমে 
6, 5,4, 8, 2 এবং 1 প্রকার বিভিন্ন টিকিট পাওয়! যায়। অতএব, হাওড়া হইতে 
খড়গপুর যাইবার সময়ে মধ্যবর্তী স্টেশনসমুহে মোট 9+8+7+6+5+4 
+8+2+1, 31 45 প্রকার বিভিন্ন টিকিট পাওয়া যায়। প্রশ্নে প্রদত্ত 6 খানি 
বিভিন্ন টিকিট এই 45 প্রকার বিভিন্ন টিকিটেরই 6 খানি। অতএব, 45 প্রকার 
বিভিন্ন টিকিট হইতে 6 খানি যত প্রকারে নির্বাচন কর! যায়, তাহাই হইবে 
facta সংখ্যা । 


=t _ 45.44.49.42.41.40 
ачлар, 6.5.4.3.2.1 


= x 11 x 43 x 7 x 41 x 20 =8145060. 


+3 
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প্রশ্নমালা 12 
(বিবিধ প্রশ্নমাল। ) 


1. If P, denote the total number of permutations of 
n different things taken 7 at a time, show that 
Р, + P Paa 


Pa a so RL 
যা 7 


2. It "0, ,la — "O,[b ="Cy44/c, find n and r. 


8. A telegraph has m arms, and each arm is capable of 
n distinct positions ; find the total number of signals which can 
be made with the telegraph, supposing all the arms to be used 
to form a signal. 


Pot TEENS 


4. A gentleman invites a party of 12 friends to dinner, and 
places 6 at one table and 6 at another, the tables being round. 
Find the number of ways in which he can arrange the guests. 


[ ইঙ্গিত : অনুচ্ছেদ 9°17, দ্রষ্টব্য অনুসারে সমবায়-সংখ্য। e হয়, যেহেতু 
যে-কোন দলটিকে যে-কোন এক টেবিলে বসানো! যায়। অতএব, নির্ণেয় 


সমবায়-সংখ্যা on ইহা হইতে নির্ণের বিশ্যাস-সংখ্যা নির্ণীত হইবে। ] 

5. In a certain Algebraical Exercise Book, there are 
15 examples on Arithmetical Progression, 20 examples on Permu- 
tations and Combinations and 18 examples on the Binomial 
Theorem; in how many different ways can a teacher select for 
his pupils not more than 2 examples from each of those sets ? 


6. Find the number of combinations of 16 things, 8 of which 
are alike, taken 8 at a time. 


7. How many different collections of letters can be made by 
taking at least 4 letters from each of the words length, stroke and 
number ? 


8. How many different collections of letters can be made by 
taking at least one letter from each of the words random, noble 
and integral ? 


9. There are »-—1 sets containing 94, 8a,..., na things 
respectively ; show that the number of combinations, which can 
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be formed by taking a out of the first, 2a out of the second, and 


so on for each combination is eon. 


10. You are given three classes of letters : (a4, do, Gg, Ga): 
(bı, bs, bs); (C1, сг). Find the total number of combinations 
which can be made with these letters when no two of the same 
class enter into any combination, 


11. A drawer is fitted with n compartments, and each com- 
partment contains counters, no two of which are marked alike. 
Prove that the total number of combinations, which can be made 
with these counters, when no two out of the same compartment 
enter into any combination, is (n + 1)" — 1. 


12. Show that 154 numbers less than 1000 and divisible by 
5 can be formed with the 10 digits, each digit occurring not more 
than once in each number, 


18. How many different signals may be made with 5 flags, 
2 of which are blue, 1 white, 1 red and 1 black ? 


14. A gentleman invites a party of m+n friends to a dinner 
and places m at one round table and n at another ; find the 
number of ways in which he can arrange the guests, 


15. Find the number of permutations which can be formed 
from the letters of the word thatch, taken 3 at а time, 


16. Find the number of ways in which the letters of the word 
toleration may be arranged, taking 4 at a time. 


17. Find the number of arrangements that can be made by 
taking 4 of the letters of the word alliteration, 


18. Find the number of selections and arrangements that 
can be made by taking 4 of the letters of the word parallelogram. 


19. Find the number of different words that can be made by 
taking 7 letters from the word accommodation, 


20. Find how many numbers greater than 1000 can be formed 
from the digits 1, 1, 2, 3, 4, 0, taken 4 at a time. 


21. Out of 3 Mathematical books, 4 Scientific books and 
5 Literary books how many differant collections can be made, 
each consisting of (i) one book on each subject; (ii) at least 
one book on each subject ? 
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29. А mail train from Calcutta to Goalundo stops at 12 inter- 
mediate stations. Seventy-five persons enter an intermediate 
compartment during the journey with 75 different tickets. How 
many different sets of tickets may they have had ? 


23. Show that the number of parallelograms formed by the 
intersection of two sets of m and т parallel straight lines is 


i ттт — 1)(n — 1). 


24. If m points in a plane be joined in all possible ways by 
indefinite straight lines, and if no two of the straight lines be 
coincident or parallel, and no three pass through the same point 
(with the exception of the » original points), then the number 
of points of intersection, exclusive of the m points will be 

n(n —1)(% — 2n — 8), 
8 
25. Show that 
MENG, =m0,+m0,_,.?0, 00, 4. "0, + IQ, T0 a + "Or. 


[ &,+%)-নংখাক বস্তুকে ?-সংখ্যক এবং %-নংখাক বন্তু-মংবলিত দুইটি ভাগে ভাগ করিয়া, 
(1) %-সংখাকের ভাগ হইতেই ৮-সংখ্যকট করিয়া লইয়া, (2) %-দংখাকের ভাগ হইতে (৮-1)টি 
করিয়া এবং %-সংখাকের ভাগ হইতে 1টি করিয়া লইয়া, (3) %-নংখাকের ভাগ হইতে (৮-9)টি 
করিয়। এবং %-সংখাকের ভাগ হইতে 9টি করিয়া লইয়া, ইত্যাদিরপে সমবায়মযুহ গঠন করিলে 
(m+n) RUF 49 হইতে ?-সংখ্যকটি করিয়। লইয়! গঠিত সকল সমবায়ই পাওয়া যাইবে। ] 


=== Siesta 
fare উপপা্য 


( Binomial Theorem ) 
সূচক SANS লুল সংখ্য! (Positive Integral Index) 


31. fele athe) 
দুইটি পদযুক্ত রাশিমালাকে দ্বিপদ রাশি (Binomial) বলে। (а+а), 
(1 +z), (z + у), (2 + 3y) ইত্যাদি দ্বিপদ রাশি। 


3:2. Боре бео | 

যে বীজগণিতীয় স্ুত্রপাহায্যে দ্বিপদ রাশির কোন ঘাতকে বিস্তৃত করিয়া 
একটি শ্রেণীর আকারে প্রকাশ কর! যায়, তাহাকে দ্বিপদ উপপান্ত (Binomial 
Theorem) বলে এবং শ্রেণীটিকে এ ঘাতের বিস্তৃতি (expansion) বল] £3 | 


ছিপদ রাশিটির ঘাতের সুচক ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হইলে, উপপাছটিকে 
ধনাত্মক এবং পূর্ণ সূচকবিশিষ্ট ঘাত-সম্প্রসারক দ্বিপদ Sa 


‘ (Binomial theorem for positive integral index) «71 Z3 | 


[ গণিতশান্ত্ের এই অতি প্রয়োজনীয় উপপাগ্ঘটির আবিষ্কারের খ্যাতি বিখ্যাত গনিত ও পদার্থ, 
বিদ্যাবিদ্‌ মহামতি নিউটনের উপর আরোপ করা হইলেও, ধনাত্মক এবং পূর্ণ হুচকবিশিষ্ট ঘাত- 
সম্প্রমারক দ্বিপদ উপপাগ্ধ wee qaf প্রাচীন কাল হইতেই--সভ্যদেশের গণিতজ্ঞগণের 
সুপরিজ্ঞাত ছিল। প্রাচীন ভারতীয়গণও এই উপপা ্ধ-সম্বন্ধীয সম্যক্‌ জ্ঞানের অধিকারী ছিলেন 
ইহার যথেষ্ট প্রমাণ আছে। নিউটনের বিস্ময়কর উদ্ভাবনী শক্তি উপপাগ্াটকে ভগ্নাংশ এবং খণাস্মক 
সথচকবিশিষ্ট দ্বিপদ ঘাত-সম্প্রমারণের ক্ষেত্রে প্রনারিত করিয়া উহাকে পরিপূর্ণতা দান করিয়াছে 1] 


33. SS ese পূৰ্ণ সূচকবিশি৯ট w. 
saaa fear јео | 
প্রমাণ কর যে, n ধনাত্মক এবং পূৰ্ণ সংখ্যা হইলে (To prove that when 
т is à positive integer), 
(a +a)” =a” +O, аа tn 4-952 4-%0505-505 + ০০০০০ 
t "Оа + cee + 2" Em (1) 


fare উপপাদ্য ১০৩ 


Dona agio DD в-з„а д В (72) „з эү... 
a" tna" zt L3 a CH L3 aUa + 
п Din 2) (m 1) жету... xat ০১102) 


Lr 
(a +০)৮-%-সংখ্যক (a + z) এর ক্রমিক গুণফল, 
অর্থাৎ, (৫+)(৫+৫)-----%-সংখ্যক গুণক ATS | 


এই ॥-সংখ্যক গুণকের ক্রমিক গুণফলের প্রত্যেকটি পদ Ue %-সংখ্যক 

গুণকের প্রত্যেকটি হইতে একটি অক্ষর লইলে, যে %-সংখ্যক অক্ষর পাওয়া যায় 
তাহাদের গুণনের ফল। এক একটি গুণক হইতে একটি অক্ষর লইয়া এই 
?%-সংখ্যক অক্ষর নির্বাচনের সময় | 

(ক) Ve %-সংখ্যক গুণকের কতকগুলি হইতে = এবং বাকীগুলি হইতে 
а লওয়া যায় ; 

(4) সবগুলি হইতেই a eal যার; আবার, 

(গ) সবগুলি হইতেই ৮-ও লওয়া 4191 


অক্ষর নির্বাচনের এই তিনপ্রকার বিভিন্ন উপায় বিবেচনা! করিলেই, স্পষ্টই, 
উক্ত ক্রমিক গুণফলের সব পদ পাওয়া যাইবে | 


এখন, (ক) %-সংখ্যক сфт কতকগুলি, মনে কর] যাক, ?-সংখ্যক 
গুণকের প্রত্যেকটি হইতে < এবং বাকী অর্থাৎ (%-7)-সংখ্যক গুণকের 
প্রত্যেকটি হইতে а লওয়া EVA! এই সকল অক্ষরের গুণন হইতে an "a" 
পদটি পাওয়া যায়। কিন্ত এই যে ॥-সংখ্যক গুণকের প্রত্যেকটি হইতে x অক্ষরটি 
লওয়া হইল, এই ?-সংখ্যক গুণক 7-সংখ্যক গুণক হইতে "0, উপায়ে নিৰ্বাচন 
করা যায় বলিয়া, "0,-সংখ্যক a" tor পদ পাওয়া যাইবে ; অতএব, উক্ত 
ক্রমিক গুণফলে ao" পদটির সহগ হইবে "0; তাহা হইলে পদটি হইল 
nO antar, স্পষ্টই, ғ এর মান 0 হইতে п ATS যে-কোন সংখ্যাই হইতে 
পারে; কিন্তু ইহার মান কখনই n অপেক্ষা বৃহত্তর হইবে না। > এর এই সকল 
বিভিন্ন মানের জন্ত 0,০*-7৮"-জাতীয় বিভিন্ন পদ পাওয়া যাইবে। 


খে) উপরে (ক)-এ r=0 ধরিলে, কোন গুণক হইতেই т অক্ষরটি লওয়া 
হইবে না, ॥-সংখ্যক গুণকের সবগুলি হইতে a অক্ষরটি লওয়া হইবে। অতএব, 
এক্ষেত্রে, পদটি হইবে a^ এবং ইহার সহগ হইবে "O, বা 1. স্পষ্টই, 
nG, a” TgT-À т =0 বসাইরা, সহগ-সমেত পদটি পাওয়া যায় | 
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(গ) r=n ধরিলে, (ক) হইতে দেখা যায়, কোন গুণক হইতেই ৫ অক্ষরটি 
লওয়া হইবে না, ॥-সংখ্যক গুণকের সবগুলি হইতে x অক্ষরটি লওয়! হইবে | 
অতএব, এক্ষেত্রে, д" পদটি পাওয়া যাইবে এবং ইহার সহগ হইবে "0, বা 1. 
ইহাও nO, a” Tor- y =n বসাইয়া পাওয়া যায় | 


অতএব, দেখা গেল উক্ত ক্রমিক গুণফলের সহগ-সমেত সকল পদই 
%0৮৫৮-72”-এ পর পর ৮০, 1, 2...» বসা ইয়া পাওয়া TT I 
W (a +a)” =a” + "O, y "0, а"? +"05а%- 825 TTT 


450, at Tat + ә... +a” 
=at tnag toD ER gt e PED gaap 
মারা 
বিকল্প প্রমাণ ғ 


প্রকৃত গুণন দ্বার] দেখা যায়, 
(2+ 2)? =a? + 9az 4 c2 =a 24+ *019*71g +08, 
(a +g)? = a? + Sa? + Baz? + m 
=a° +80198-04 * Q a7 ?52 +98, 


% এবং 3 এর ক্ষেত্রে দ্বিপদ উপপাদ্াটি সত্য প্রমাণিত হইল। 


এখন, মনে কর, ॥ এর কোন বিশেষ মান m এর জন্য উপপাছাটি সত্য | 
তাহা হইলে, 
(a +a)” =a" + mO ale + ng, am 259 4 mg 2d 99 + ...... 
T "O,a" 7er ++... +", © (А) 
(А) এর উভয় পক্ষকে (৫+০) দ্বার! গুণ করিলে, 
(a + д)" =(a+a){a"+ "Оза" 1g + mG а" 
+ "Оа" ?z9 +... + mG, атт am) 
7 4*4 (MO, + 1)a?z + (05 + "0, )ат *("0, 
+™O,)a™- 279+... +("O,+™ (0৮. 1)а”- "а" +. n gH 
এখন, 9O, t "OQ, m HQ, [ "EC 2°10 জষ্টব্য ] ইহার উভয় 
পক্ষে r=1, 2, 8, ...% বসাইলে, 
mO "0, অর্থাৎ "0, 41x". "0, +0, =", 
"Q, + "0. ০৮50, ইত্যাদি। 


Как উপপাদ্য ১০৫ 


(a+ 2)" mgri mt same tt Ola) ig 
+ misa! 72g + + 17457 Туш у 


অতএব, দেখা গেল উপপাগ্যাটিকে ॥॥= এর জন্য সত্য মনে করিলে, eri 
n=m+1 এর জন্যও সত্য |. কিন্তু দেখ] গিয়াছে, উপপাদ্যটি n-3 এর জন্য 
সত্য ; অতএব, উহা! n=3 +1, বা 4 এর জন্যও সত্য ; আবার, উপপাছ্যটি 
n=4 এর জন্য সত্য বলিয়1, = 4 + 1 বা 5 এর জন্যও সত্য | এইরূপে অগ্রসর 
হইলে দেখা যায়, %এর সকল ধনাত্মক এবং পূর্ণ মানের 998 উপপান্থাট 
AS | অতএব, n একটি ধনাত্মক এবং পূর্ণ সংখ্যা হইলে, 
(a+a)"=a"+"O,a" 22402077202 47705075529 heres 
Qua? "af + eee +a” 


E P Е aod) an + nin — Xn 8) 87509 


+... 4 n= T 79040-21) afi "af ++ tg, 


অনুসিদ্ধান্ত । (1) এবং (2) এর দক্ষিণ পক্ষ (aco) এর বিস্তৃতি। 
MOa Ta এ т এর বিভিন্ন মান বসাইয়া এই বিস্তৃতির পদগুলি পাওয়া 
গিয়াছে । এখন, + এর মান 0, 1, 9,...% এই (%+-1)-সংখ্যক সংখ্যা হইতে 
পারে বলিয়া, বিস্তৃতির মোট পদ-সংখ্যা হইবে 741. 


ўа}! (а +2)" এর বিস্তৃতির "Co, "0, প্রভৃতি সহগণ্চলিকে fer 
সহগ (Binomial coefficients) বলা £3 | 


34. (+x) аа fags fea 


(a +z)" এর বিস্তৃতিতে a s স্থলে 1 বসাইয়া (1 + 2)" এর বিস্তৃতি পাওয়া 
যায়। আবার, 
(atayr—{o(1+ “үш (1+ 2). sonata" 2 এর স্থলে 


£বসাইয়া। অতএব, (1+ 2)” এবং (1+ 2)" একই প্রকার ছিপদের %-তম ঘাত 
বলিয়া, দেখা গেল যে, যে-কোন fence ঘাতকেই (1 + z)" এর বিস্তৃতি সাহায্যে 
সম্প্রসারিত করা যায়। 


১০৬ বীজগণিত 


(La) এর বিস্তৃতি-প্রকাশক স্ুত্রকেও তাই দ্বিপদ উপপাগ্যরূপে ধরা 
হয়। নিম্নে ইহার প্রমাণ দেওয়া হইল | 


প্রমাণ কর যে, % একটি ধনাত্মক এবং পূর্ণ সংখ্যা হইলে, 
(Lt 2) 21" Oc "0,2? + "09+ + "0,0" 45-40-৮৮৮0) 


=1+nm + час D) a 4 nn e =f 


РЕС 10-а 1) 045৮5 ta^, m (2) 


প্রকৃত গুণন দ্বারা দেখা যায়, 

(1+0) 192r 4+05 _]. 4 50104 22, 

(172) _] 48৮1 322425 »:] 48052450509 +02, 
= 9 এবং 8 এর ক্ষেত্রে দ্বিপদ উপপাছ্টি সত্য, দেখা গেল। 


এখন, মনে কর, n এর কোন বিশেষ মান m এর 99 উপপাগ্যটি সত্য | 
তাহা হইলে, 
(1 2)" — 1-- "Q, o 4 "Q a? + IQ n + se 
"Oa ker ut се = @) 
(3) এর উভয় পক্ষকে (1 + z) দ্বার! গুণ করিলে, з 
(L+a)™** =(1+a){1+"0,0+ 11090548055 + eee 
+ "Оа ++ + 2} 
=1+("0,+1)= +(™0, + "0:)а* + ("Os + moo ace 
t("0, - "0, a + pamm, 
এখন, "Op + MOr, e 110, ইহার উভয় পক্ষে r= 1,9, 3,...m বসাইলে, 
70, t "Oo, অর্থাৎ Oct wf 0 NO, ETC =n, 
"0, * "Q, ৮50, ইত্যাদি | 
(1 +)" =1+ moe + tt tt 4 m*ig Сы ert 
AMAL МЕ eee mil 


অতএব, দেখা গেল উপপাদ্যটিকে n=m এর জন্য সত্য মনে করিলে, 
উহা n=m+1 এর জন্যও সত্য। কিন্তু দেখা গিয়াছে, উপপাগটি ॥ = $ এর 
জন্য সত্য ; অতএব, উহা! ॥=3+1 বা 4 এর জন্যও সত্য ; আবার Byres 


দ্বিপদ Vetta ১০৭ 


॥=4 এর 98 সত্য বলিয়া, п=4+1 বা, 5 এর জন্যও We]! এইরূপে 
অগ্রদর হইলে দেখা যায়, n এর সকল ধনাত্মক এবং পুর্ণ মানের জন্যই 
উপপাগ্াট সত্য 1 অতএব, n একটি ধনাত্মক এবং পূর্ণ সংখ্যা হইলে, 7 
(1+2)%=1+"%0;2 +10 0° R Os Fi + "Оа + oe +g" 
dii 1) а 4 nln - D 9) 8 one 
a {n= 1)(n — 9): 7 r+ 1) yr লা, 
Lr 
অনুসিদ্ধান্ত। (2 + а)" এবং (1+৫)% এর বিস্তৃতি নির্ণয়-কালে £ এবং 
&রমানের উপর কোন বিধি-নিষেধ আরোপ কর] হর নাই, বিস্তৃতি দুইটি 
a এবং z এর সকল মানের জন্যই সত্য | অতএব, z এর স্থলে — z লিখিয়া, 


(a-2)"=a"-"0,a' এট + "Oa" 32? = "0,0" 9g? +++ 


=ltnet 


*t(—1)' "0,2" *gt eee +(— 10, 
(1- 2)%=1-"0,2+ 10528 _ 7080৯ tere + (- 1) MO yan! + n 
P +(- 1a". 
দেখা যাইতেছে : 


(1) (ata) এবং (6- 2)" এর সহগগুলি একই সাংখ্যমান (numerical 
value)-fafé; আবার, (Lra) এবং (1-2)" এর সহগগুলিও একই 

ংখ্যমান-বিশিষ্ট। 

(2) (a-a) ও (1-2)" উভয়েরই প্রথম পদ হইতে আরম্ভ করিয়া 
একাস্তর পদগুলি ধনাত্মক এবং দ্বিতীয় পদ হইতে আরম্ভ করিয়া একাত্তর 
পদগুলি খণাত্মক। 

(8) п সংখ্যা হইলে, (a — 2)" ও (1-2)^ উভয় ক্ষেত্রেই শেষ পদটি 
ধনাত্মক এবং GYM হইলে, উভয় ক্ষেত্রেই শেষ পদটি ATF | 

35. (а stata l| 

nga" 27-4 у এর বিভিন্ন মান বপাইয়া বিস্তৃতির সকল পদই পাওয়া যায় 
বলিয়া, "0a" "a" কে বিস্তৃতির সাধারণ পদ (general term) বলা EX I 

এখন, 


প্রথম পদ ৮০% = "Оа" 9° ; স্পষ্টই, ইহ! সাধারণ পদে 
r=0 বসাইয় পাওয়া গেল ; 


১৩৮ বীজগণিত 


দ্বিতীয় পদ -%0:৫%-5৫; স্পষ্টই ইহা সাধারণ পদে 
r=1 বসাইয়া পাওয়া যায়; 
তৃতীয় পদ ="0, atat; s s 0 6-9 +> n o» 
চতুর্থ ta^, ৫৮৪ ; 7 » » » 
ইত্যাদি, ইত্যাদি, ইত্যাদি | 
অতএব, দেখা গেল, += 0 হইলে, পদটি হয় প্রথম, অর্থাৎ (0+1)-তম ; 
7=1 »  » » দ্বিতীয়, অৰ্থাৎ (1+1)-তম; 
7=2 » » » তৃতীয়, অর্থাৎ (92+1)-তম ; 
7-8 »  » » চতুৰ্থ, অর্থাৎ (8+1)-তম; 
ইত্যাদি, ইত্যাদি, ইত্যাদি। 
অতএব, "C,an-rx* পদটি হইবে বিস্তৃতির ("4-1)-তম পদ | 
অতএব, (r+ 1)-ভম পদটি (a + z)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ এবং এই 
সাধারণ পদ 
= Q,an-rgr , n(n — 1(n — 2)---(n=r-+1) 
Ir 
এইরূপে, (1 + z)” এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ 
= 2219 ("+ 1)-তম পদ 
n(n-1)(n-2)-----. (n-r+1), 
বসরা আক ee 
অনুসিদ্ধান্ত। (৫-%)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ 
= ইহার (৮+1)-তম পদ = (— 1)” "Opa" tg ; 
এবং (1— 2)" এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ 
= ইহার (+1)-তম পদ=(- 1)""0,2". 
wear: বিস্তৃতির সাধারণ পদ *০,৫-৮৫৮-টিকে লক্ষ্য করিলে বুঝা যায় 2 
(1) RIRI প্রত্যেক পদে a এবং এর স্থচক-সমষ্টি n ; 
(2) বিস্তৃতির প্রত্যেক পদে 
(ক) সহগ ^O, এ ? এর মান হইবে পদটির ক্রমিক সংখ্যা (ordinal 
number of the term) অপেক্ষা 1 কম ; 
(4) দ্বিপদ রাশিটির দ্বিতীয় পদের oz এর рт হইবে "0, এর pau 
সমান, অর্থাৎ পদটির ক্রমিকসংখ্যা অপেক্ষা 1 কম ; এবং 


а 


৪৯৩ 


fare উপপাদ্য ১০১ 


(গ) দ্বিপদ রাশিটির প্রথম পদ ৫-র স্থচক হইবে সহগ "0, এর n হইতে 
v এর বিয়োগফল (n— 7), অথবা, বলা চলে, n হইতে x এর সুচক r এর 
বিয়োগফল। 
যেমন, (a + z)" এর বিস্তৃতির 
90-তম পদ _ "0, оа" 5০৪১ 
8$-তম পদ _%:0999%- 22092, 
8\19 ES 
(22+ 2 এর বিস্তৃতির 
অষ্টম পদটি হইবে :0,(05):°-"( 5). 


অৰ্থাৎ, ১৫13 8 ): 


19.18.17.16.15.14.13 +з аз 37 1, 
অর্থাৎ, Ur es4$al $ 7 9 y! 


অর্থাৎ, 451373285376 e. E 


3:6. Беба ssa | 
pg এর বিস্তৃতির মধ্যপদ্দ (middle term) নির্ণয় করিতে 
z 1 


[ То find the middle term (or terms) in the expansion of 
(a+ x)". ] 


(ক) মনে কর,% একটি যুগ্াসংখ্যা এবং ইহা = 2%) তাহা হইলে, m= 9 * 
এক্ষেত্রে, বিস্তৃতির পদ-সংখ্য1-% + = 9 + 1 ; স্পষ্টই (2m + 1) একটি 
বিষুগ্মসংখ্যা। অতএব, Refer একটিমাত্র মধ্যপদ থাকিবে, এবং বিস্তৃতির 


(%,+1)-তম পদ, অর্থাৎ, E 4 1)-তম পদ। 
n একটি JARAT হইলে, বিস্তৃতির মধ্যপদ = Ogna” ingin 


a 
(37) 
(4) মনে কর, n একটি অধুগ্াসংখ্যা এবং ইহা = 9 + 1 ; তাহা 


87180, 


n-1l 
m=——* 


2 
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এক্ষেত্রে, বিস্তৃতির পদ-সংখ্যা₹% +1 = 949; স্পষ্টই (2%,+9) একটি 
geal) অতএব, বিস্তৃতির দুইটি মধ্যপদ Ne এবং ইহারা M 
(m + 1)-তম এবং (m +2)-তম পদ, অর্থাৎ, ez Ф 1)-তম [e E 2)- 


ъ+1 


তম পদ, অর্থাৎ, ez +]]তম এবং (e * ije পদ। 
п MALT হইলে বিস্তৃতির ae মধ্যপদ থাকিবে, এবং ইহারা 


ъ-1 п-1 „РЁ aH 
ОО аатта 2৮21 
2 


TRII n অযুগ্রাসংখ্যা হইলে, লক্ষ্য করিতে হইবে, মধ্যপদ দুইটির সহগ 
দুইটি একই | 
. m অযুগ্ধাসংখ্যা হইলে, (а z)" এর বিস্তৃতির মধ্যপদ দুইটির সহগ দুইটি 
একটি ধনাত্মক এবং অন্টি খণাত্মক হইবে, কিন্তু তাহাদের সাংখ্যমান একই 
হইবে | 


37, ASSIS HITCH | 
(atx বিস্তৃতিতে প্রথম এবং শেষ হইতে agas পদ- 
XCU সহগদ্বয় সমান। 


[In the expansion of (a+ =)", the coefficients of the terms 
equidistant from the beginning and the end are equal. ] 


বিস্তৃতিটির প্রথম হইতে (৮+1)-তম পদের ART "О, 

এখন, বিস্তৃতিটিতে মোট (%+1)-সংখ্যক পদ থাকায়, শেষ হইতে 
(+1)-তম পদটির পূর্বে (n-1-(1) অর্থাৎ (৮-7)-সংখ্যক পদ 
থাকিবে ; অতএব এই পদটি বিস্তৃতিটির প্রথম হইতে (৮-++1)-তম পদ, এবং 
সেইজন্য ইহার সহগ Onore 

fes, "0, ="0,_,. 

বিস্তৃতিটির প্রথম হইতে (৮+1)-তম পদের সহগ স্বিস্কৃতিটির শেষ 

হইতে (৮+1)-তম পদের FEM | 


ঘিপদ উপপাদ্য ১১১ 
উদ. 1. Expand (27 - 30)°. 


(2y - 31)" = (2z)® + 5.(22)"(— 39). + 2:59)৯0-80, 


ЖҮЛ Т ЛЕ 
+ 123027 3)* T rg 502 


= 3905 — 940z*y +7205%5 — 10802? y?  810zy* 
- Hm 
উদ. 2. Expand (ihe - 2y)". 


ATE) 
= slt + 70,(- Cip +0,(- aye +o [- 2). 
1 
o(-2)1 | 
yt ey 
। 


rfi- 5 
7198 1.2.3 
a E e T) 
E I 3. Al шш ш ш 
8 „5 
+21430" _ 35.4 oy 
c 
n 


m. fı 1.44, 21,40৭ 

198 m z* 

35.4*9* 914545 7.48.05 41.7 
* i Р pubem MEET 
ET x E 


21 5 s _ 35, ty’ 2,4 
= 198 ~ 35° ytre y 82 +7020 


8 

— 16825 + 22420 - 128y". 
©]. 3. Find the 7th term of the expansion of (2° + 340)". 
facta পদ = *C,.(a*)* (3ab)* = ° O (a°)°.(3ab)° 


9.8.7 a? 8152 155,6 
=193% .3°.4°.0% = 61936а' ৮? 
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Qw|.4. Write down the 49th term of (a-2)*°. 
Бс পদ = 5০০4৪, а?, (72)*5 due 59g. a*(— x)*8 


= a? (- 2)*%= 199502745. 


Gri. 5. Write down the coefficient of y in the expansion of 
y 
মনে কর, বিস্তৃতিটির (৮+1)-তম পদে y আছে। 
Б-тү „8\7 
এখন, ("+ 1)-তম পদ = *০0,(%2) (6) = Q у сте, 
এই পদটিতে y থাকিলে, অর্থাৎ y এর БФ 1 হইলে, অবশ্যই 10- ৪৮1 


?' 3. 
অতএব, নির্ণেয় সহগ = 50, ০৭০» ৪0৯০৭ = 10০, 


©]. 6. Find the coefficient of (i) x°? and (ii) z^" in 
(= Aat ) 
g’ 
(i) মনে কর, বিস্তৃতিটির ('+1).তম পদে x° 2 আছে। 
এখন, (+1)-তম a= itoat) AR Ud d 


c? 


6 Оет D" ы = 1)" 15g 480-7, 


এই পদটিতে x° থাকিলে, অর্থাৎ т এর ре 39 হইলে, অবশ্যই 00— Tr 
-32 বা 7r=98 ; 
r= 4, 
facta সহগ =(- 1)" 5০৮ (- 1)*.!*0, 


15.14.13.12 
4.8.2.1 


= 1865. 


=1%x 


fare উপপাদ্য р ১১৩ 
(ч) মনে কর, বিস্তৃতিটির (у + 1)-তম পদে ৫ ** আছে। 
т 
এখন, (r+ 1)-তম পদ 50৮(0%5):57” ( - a) б 
= 15g °°-*r CS DEE 1)” 150 99-7" 
T . 28" T . 
এই পদটিতে at? থাকিলে, অর্থাৎ z< সুচক -17 হইলে, অবশ্যই 
60-7r= -17, বা Tr2 17 ; . т=1. 


facta সহগ- (-1)5,5053 = - 1250, 


_ _ 15.14.13.12 
4.8.2.1 


= ~ 1365. 


উদ, 7. Find the term independent of z in («- |? 

মনে কর, বিস্তৃতিটির (у + 1)-তম পদে £ নাই, অর্থাৎ এ পদে z এর সুচক 0. 

এখন, ("+ 1)-তম পদ = "0,8" | = =) - (10757015218 

এই পদে z না থাকিলে, অর্থাৎ z এর 5% 0 হইলে, অবশ্যই 3n-3r-0; 
т=п. 


б পদ =(- 1)" вт -(- 1)". - (3n)! 


nl (Qn) I 


উদ, 8. Prove that if the term z" occurs in the expansion of 


(e + 3E the coefficient of the term = ie Жы. . 
в 4 1 5-17) llin- 


মনে কর, £-সংবলিত পদটি বিস্তৃতিটির (p + 1)-Sq পদে আছে। 
এখন, (p 1)-ST পদ = "Cpa"? ir স৮1092৮-9৮, এই পদে 2" 
থাকিলে, অর্থাৎ т এর সুচক r হইলে, 
n-Qp=r; г. ре п-т). 
ЕСЕК. аи о О - 
pass Ip ®-р 10055701847) 


XI—E.M. 8 
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Bal. 9. Find the middle term of (дл—1)°. 


বিস্বৃতিটিতে 7টি পদ থাকায় উহার একটিমাত্র মধ্যপদ থাকিবে এবং 
($+1)-তম বা চতুর্থ পদটিই হইবে এই মধ্যপদ | 
бсб মধ্যপদ 90, (22) *(— y)? 
-(-1)*.*0,2?.259* 
= —1602?y?. 


6.5.4 


8৮ VUE 88 
1297820 


.10. Find the first four terms in the expansion of 
(14-92 —32?)5 in ascending powers of >. 
বিস্তৃতিটিকে а এর উর্দক্রম অনুদারে সাজাইলে প্রথম পদটি হইবে 1, 
দ্বিতীয়, তৃতীয়, চতুর্থ পদ যথাক্রমে с, %৪ এবং c? সংবলিত হইবে ; সুতরাং 
এস্থলে বিস্তৃতিটির-৮* সংবলিত পদ পর্য্যস্তই মাত্র নির্ণয় করিতে হইবে। 


92—32° এর পরিবর্তে у বসাইলে, 


(1+ 20- 32*)* 2 (1 y)? 
Zu +818, ree 
=1+8(2a – 32") + 98(2z — 32")? + 56(9z — 32*)? + 
a? অপেক্ষা z এর উচ্চতর ঘাত-সংবলিত পদসমূহ 
[ y এর স্থলে 92-32" 4971231 ] 
=1+8(2х- 32?) + 28(47* – 192° + 0) 
+ B6(Ba? =en) + n 
=1+16z+ 882°  1127*--.- 


* erie 13 
1. (a) Expand the following : 
(i) (a+ 25)* ; (ii) (a — 32)* ; 
(ii) (a+ 1)"; (iv) (#-š > 


(b) Expand and simplify : 
(zz Jy +(л— Jy). 
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2. Find the values of : 
G) fat Ja =I tfa- Ja*-1* 57 
(Gi) (34 3,/72* + (2-8 /—-1)*. 
3. Write down the 10th term of (2z — )**. 


4. Find the 8th term of («у — айу). 


" ree co 
5. Write down the 4th term of (2 = 2) ` 
6. Find the coefficient of «*® in the expansion of (m -a?)*°. 
[ O. U. 1996 ] 


7. Find the coefficient of @*® in (az* — bz)’. 
8. Write down the coefficient of a in the expansion of 
8|10 
(v + s) ы 
9. In the expansion of (1 +@)"*”, when m and n are positive 


integers, prove that the coefficients of z” and x” are equal. 
ГС. U. 1993, 35] 


10. What is the coefficient of z” in the expansion of (a+ y)" ? 


4i. Find the coefficient of z*'** in the expansion of 


к” 


зл 
12. Find the (2n + 1)th term in the expansion of (৮- 1) » 


13. Show that the coefficient of z" in the expansion of 
(1 +т)?" is double the coefficient of z""* in the expansion of 


(L+) "i. [ C. U. 1947] 
44. Find the coefficient of z*"^ in the expansion of 
( 1 ant. , 
g - — . 
т 


15. Find the term independent of z in the expansion of 
10 
(e+ 3)". [ O. U. 1910, '21,'27 ] 


১১৬ বীজগণিত 


16. Find the term independent of т in the expansion of 


() 0-5) (2- 1); (ü) (+ 2" (1 + JE [ Utkal, 1947 ] 
17. Find the coefficient of z*?^ in the expansion of (1 + z + z?) 
x(1-2)*5. [ Madras, 1920 ] 


.18. Find the coefficient of z? in (1— 92z-3z* – 40° 52") 


«pei 


19. (i) Find the middle term (or, terms) in the expansion of 
each of the following : 


тү? ү 
8. ==); ৮] E 
(9 G5; @(v- 4) 3 (2-3) 
(ii) Find the number of terms in the expansion of 


(1 +2)*°°, and show that the middle term is [з 25০" 


[50150 ” 
% b anti "x Я 
20. Expand (° $ % ) ' giving in particular the general 
term and the two middle terms. [ 0. U. 1932] 


91. If in the expansion of (1+a)*°, the coefficient of the 

(4r +5)th term is equal to that of (2r-- 1)th term, find r. 
[ C. U. 1949] 

22. If the rth term in the expansion of (z--1)*? has its 
coefficient equal to that of (r+4)th term, ind r. [ O. U. 1946] 

23. If in tho expansion of (1--2)*"**, the coefficients of z" 
and 2"** be equal, find r. [0.10.1980] 

24. Show that the coefficient of the middle term of (1 + 2)?" 
is equal to the sum of the coefficients of the two middle terms 
of (1+2)2%-5, [ Cal., 1918 ; Pat., 1943 ] 

25. Find the first four terms of the expansion of (1-—«+2*)", 
in ascending powers of z. 

96. Show that the middle term in the expansion of 


a (e+ +3) 18.5......(2n — 1) on [ Pat., 1949 ] 


0 (=- 1)”, 1.8.5... sfa- ise у". 


fam উপপাছা ১১৭ 


27. 114৮ occurs in the expansion of (2—27 ^)*", prove that 


its coefficient is ni i 
3:8. me"! 
(atx) 9941 (1+ x)" এর বিস্তৃতির বৃহত্তম সহগ নির্ণয়। 


[ To find the greatest coeficient in the expansion of (a +z)" or 
(1+2)".] 


সহগগুলি হইতেছে "Oo, "Cas "0s, "Oa... "Оа. ইহাদের মধ্যে 
কোন্টি বৃহত্তম, তাহাই নির্ণয় করিতে হইবে | 


বিন্যাস ও সমবায় অধ্যায় হইতে আমরা জানি, 
(1) n JARA হইলে, যখন r= Š হয়, তখন "0, বৃহত্তম হয়; 

আর, (2) п BAMA হইলে, যখন r= mh বা zal হয়, তখন "0, 
বৃহত্তম হয়। 

অতএব, пй হইলে, "Op বিস্তৃতির বৃহত্তম সহগ ; 

আর, % ALM হইলে, "০%-। এবং "Ол. সহগ দুইটি সমমানবিশিষ্ট হয় 
এবং তখন ইহারাই বিস্তৃতির quen সহগ | 

319. Besa ive | 

(atx) এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদ নির্ণয়। 

[ To find the greatest term in the expansion of (at+z)".] 

বিস্তৃতির ?-তম এবং (৮+-1)-তম পদ ছুইটিকে যথাক্রমে Т, এবং 7145 দ্বার] 
সুচিত করিলে, 


Tri. = "Cra" Таў = 


nin - D» — 9)": (n — r+ 2(n - т +1), ат, 
rr - 1r - 2):-:3.2.1 
nn- 1-9) (s-r + 9), qan. 


д n-riiyr-i at! ini 
^s "Orma G- 1r- 2)-- -8.9.1 
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অতএব, Pris att ttle 
Tr r a 
Trea >=, বা < T, হইবে, 
যদি (n-r-41) >,=, বা < ra হয়, 


অর্থাৎ, যদি (n + le >,=, বা < ra + +e, বা r(a +z) হয়, 
(в+1=. 
অর্থাৎ, যদি টি зт» sien 


x T (m+ 12 
অর্থাৎ, যদি Т a 


এখন, {+e G) পূর্ণ সংখ্যা হইতে পারে, আবার Gi) ভগ্নাঙ্কও 
হইতে পারে | 
@ nt De পূর্ণ সংখ্যা হইলে, মনে কর, ইহা =». 


তাহা হইলে, r এর 1, 9,8, প্রভৃতি (p-1) পর্যন্ত সকল মানের জন্য 
Ta > Tr, অৰ্থাৎ, Ту, To, Tose Т. এবং т, পদগুলির প্রত্যেকটি 
ইহার পূর্ববর্তীটি অপেক্ষা বৃহত্তর ; সুতরাং, 7,2 এই পদগুলির মধ্যে বৃহত্তম 
am | 
r=p হইলে, Pres = Tr, অৰ্থাৎ T, = Ту. 
т> হইলে, T, < T, অর্থাৎ, Te; Тона, Toss, 
Т» Таъ পদগুলির প্রত্যেকটি ইহার KA অপেক্ষা সত্তর; ЧП, 
Tras ই এই পদগুলির মধ্যে বৃহত্তম | 
অতএব, দেখা গেল, এক্ষেত্রে [= Tyr, অৰ্থাৎ бубе роза পদটি 
(9+1)-তম পদটির সমান এবং ইহারাই বিস্তৃতির বৃহত্তম AA | 


(ii) (De পূর্ণ সংখ্যা না হইয়া SNTE হইলে, যনে কর, এই еза 
=এ পূর্ণ সংখ্যা + একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ, অর্থাৎ ৫ এই ъй পূর্ণ অংশ। 
তাহা হইলে, r এর 1, 9, 3, প্রভৃতি ৫ পর্য্যন্ত সকল মানের wg r <+ Du, 

arn 


অতএব, Т, > Try অর্থাৎ Ta, Tas Tare: Ta, Та. পদগুলির প্রত্যেকটি 
ইহার পুরবর্তীটি ACL বৃহত্তর; qur, Ту, ই এ পদপুলির বৃহত্তম পদ | 
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আবার, +এর ৫+1, ৫+-9,...,% পর্যন্ত সকল মানের জন্যই” > MEME; 


ata 
KER, Tuo, < Ty, AUS; Lossy Laney Lasse Чы Те NE 
প্রত্যেকটি ইহার "Әб অপেক্ষা FAST; wer Tari? এই পদগুলির 
মধ্যে 4594 পদ। 


অতএব, দেখা গেল, এক্ষেত্রে 1+, অর্থাৎ বিস্তৃতিটির (৫+1)-তম পদই 
বৃহত্তম পদ | 


mË 1. fes ক্ষেত্রে r= AU? হইতে পারে না। 


UBT 2. (1+2)" এর বিস্তৃতির বৃহত্তম পদও а স্থলে 1 বনাইয়া অনুরূপ যুক্তি-সাহাযোই 
নিৰ্ণয় করা যায়। 

Waa ৪. (৫-০)" এর বিস্তৃতির পদগুলি এবং (৫42)" এর বিস্তৃতির পদগুলি একই 
সাংখামানবিশিষ্ট বলিয়া, উভয়ের বিস্তৃতির বৃহত্তম "rm একই সাংখ্যমানবিশিষ্ট হইবে। zoa, 
(a—z)" এর বিস্তৃতির চিহ্ন-নিরপেক্ষ বৃহত্তম পদ (numerically greatest term) নির্ণয় করিতে 
হইলে, পদগুলির খণ-চিহ্ন বর্জন করিয়া উপরের অনুচ্ছেদে বর্ণিত পদ্ধতিতে অগ্রসর হইতে হয় | 

Gri. 1. Find the numerically greatest coefficient in the 
expansion of (i) (1--2)* 9, (ii) (2 — 32)". 

(i) «эта সহগণগুলি হইতেছে ২০০০, *00,, *°0,,..., *০০১০; ইহাদের 
মধ্যে বৃহত্তমটি নির্ণয় করিতে হইবে | 

[10 10. 
20734 x 10 
এখন, Orme? এবং Or T етот: 
торс = ign বা, 190,- ЛО 7+2 El 
t-i P 
100, > = Ml p< OT; 
যদি 10-r+1 >,= বা <? হয়, 
অর্থাৎ যদি 11 >,= বা < or হয়, 
অর্থাৎ যদি +? <,= 4X অর্থাৎ 54 হয়। 


10.9.8.7.6 
5.4.3.9.1 


(ii) (2-32)! =2"(1- 42)" ; অতএব, চিহ্ন-নিরপেক্ষ (1- Gx)" এর 
বৃহত্তম সহগকে 97 দ্বার! গুণ করিলে বৃহত্তম সহগটি পাওয়া যাইবে | 


сїт বৃহত্তম সহগ- *০০৪- = 252. 
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এখন, (1- $2)" এর চিহ্ন-নিরপেক্ষ সহ্গগুলি হইতেছে "OQ, 2 7C,, 
(3)? "Cz, (9)? "Cs, @* "Cx, (D° "Cy, (2° "Cy, (97 тоу; ইহাদের 
Rats নির্ণয় করিতে হইবে | 
(৮+1)-তম лат. (70, _ 3 (T= +1)_ 94-37 
TON ih rS ln r 9r 
(+1)-তম সহগ >=, বা < -তম সহগ হইবে, 
যদি 94—8г >,=, বা < 2r হয়, 
অর্থাৎ যদি 24 >, =, বা < 5; হয়, 
অর্থাৎ যদি ? <,=, বা > ঞ অর্থাৎ 4$ হয়। 


পঞ্চম সহগটি বৃহত্তম ; 
নির্ণেয় চিহ্ন-নিরপেক্ষ বৃহত্তম সহগ 
=27.(3)* 70, 
=9°.34.70, 
7.6.5 


=8 x 81 x 8:21 = 22680. 


€i. 2. Find the greatest term in the expansion of (2 + За)" 9, 
when = 3. 

7-93 এবং (41)-তম পদ দুইটিকে যথাক্রমে Т, এবং ?%,২ দ্বার! সুচিত 
করিলে, 


এখন, 


Pros 12-77-1825 18 ৮7157 
T. ТЕ д T 4" 


Ты. 7,7, বা < T, হইবে, 
যদি 5(18-r) >,=, বা < 4r হয়, 
অর্থাৎ, যদি 66-5 >, =, বা < 4 হয়, 
অর্থাৎ, যদি 65 >,=, বা < 9r হয়, 
অর্থাৎ, যদি + <=, বা > দঃ হয়। 
অষ্টম পদটি বৃহত্তম পদ এবং ইহার মান 
=12¢,.25 (82)? 2120, 95 (8)? 
= 15468750. 
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Sl. 9. Find the numerically greatest term in the expansion of 
(8 — 52)**, when к= +. 
794 এবং (৮+1)-তম পদদ্বয়কে যথাক্রমে T, এবং Try দ্বারা সুচিত 


করিলে, 
Tray  1l-r*15z, 19-71. 
T, T 3 Р 


( Ty. 77,7, বা < T, হইবে, 
যদি 19-% >, =, বা < 37 হয়, 
অর্থাৎ, যদি 19 >,=, বা < 4r হয়, 
অর্থাৎ, যদি т <,=,বা> 8 হয়। 
অতএব, T. Т, অর্থাৎ বিস্তৃতির তৃতীয় এবং চতুর্থ পদ দুইটির fou- 
নিরপেক্ষ মান বা পরম মান সমান এবং এই পদ n বৃহত্বম এবং এই মান 


= 110; 8০62)» us 398 = 1082565. ` 


erster 14 


1. Find the greatest coefficien in the expansion of 
(i) Q*2**, Gü (8-22)?. 


2. Find, the greatest numerical coefficient in the expansion 
of (вас - 9 = 
@ 
8. Find which is the greatest term in the expansion of each 
of the following : 
() (2-%\""s where 2=8, y=9 
0 (2 5) where z=8, y = 9. 
(ii) (m-$2)'?*, when m=8, % 8. 


4. Find the value of the greatest term in the expansion of 
each of the following : 
G) (1+2)০, when a=}. (ii) (8432)! *, when z 78. 
(iii) (a +z)", when a=}, x=}, n - 9. 


310. бере লহঙ্গেল 229 | 
O +)" এর বিস্তৃতির সহগসমুহের সমষ্টি 2". 


[ The sum of the coefficients of the terms in the expansion of 
(1+2)" is 9".] 


১২২ বীজগণিত 


আমরা জানি, (1+2)"=1+"0, w+ "0, 22470) 28 enn 
t"O, a” ; 

উভয় পক্ষে z = 1 বসাইলে, *-1+%0, +"O, +%0$ c T "Op ; 

অতএব, সহগসমূহের সমষ্টি = 9%, 


অনুসিদ্ধান্ত। "0, +"0,+"0, + + +O, = 9" - 1, অর্থাৎ %-সংখ্যক 
বস্তু হইতে একসঙ্গে উহাদের 1, 9, 8,...॥-সংখ্যকটি করিয়া লইয়া গঠিত সমবায়- 
সমূহের সংখ্য! =2"—1, 

WB! "Co, "Cx, "Ca, প্রভৃতি দ্বিপদ সহগগুলিকে সংক্ষেপে 05, Ox; 
О»... сее লেখা sç | s 

(i) +s)" এর বিস্তৃতিতে অযুগ্ম-পদসমূহের সহগ-সমষ্ঠি উহার 
ুগ্ম-পদসমূহের সহগ-সমষ্টির সমান, এবং সমষ্টিদ্বয়ের প্রত্যেকটি 
হইতেছে 2-৭. ; 

[ In the expansion of (1 +a)”, the sum of the coefficients of the 
odd terms is equal to the sum of the coefficients of the even terms, 
each being equal to 2"-+, ] 

(L+2)"=1+"0, 405 g? 1705 c ee EMO, л", 
উভয় পক্ষে z = — 1 বসাইলে, ` 
0=1- "0; +"0,-"0, 4 --- + (— 1)" ^Q,. 
০ 1705 TQ, e =O, 408 +0; + ++ 
=HL+"C, € "0, "0, +70, +- n0.) 
-4.9" = নি 
311. বিভিন্ন প্রশ্নের ANAS | 


Gel. 1. If A be the sum of the odd terms and B be the sum of 
the even terms in the expansion of (a + x)", prove that A* — p? 
= (a? -22)%, 

(aa) এর বিস্তৃতির পদগুলিকে ¿ ঠ,, £9, ইত্যাদি দ্বারা স্থচিত 
করিলে, 

(at+a)"=to+t, Fig His t sree tin 
=(tot+tgtt,+ "Э-@ tty tt, + se) 
=A+B; 


ছিপদ উপপাদ্য ১২৩ 


(o-a)"=to—ty ia c a thi te tC ta 
=(to tte н) (tittis tist rae ) 
=A-B. 


+, A2 - P? =(A+B)(A - B)=(a * 2)" (a — 2)" = (a? — *)". 


Bal. 2. If to, ta, tar ts etc. represent the terms of the expan- 
sion of (a +=)", show that 
(tote tta =)? s -ts tta =")? Gt +09)", 
(a +z)" = a" +-%0+ a -1 w+", a"? a? "0, o 79 p? k... 
+"Cna” 
=to tti tta tta teve ttn 
উভয় পক্ষে z এর স্থলে ¿e বসাইলে, 
(a iz)" =a” "0, a" ^ iz * "Osa" *. i'e? 
EIOS 2575 4805 4704 а" ¿tot + 
= a" T4" 04077 +a m ng a n 70" = "Оза? ^ 9a? pe 
ng a" tpt ৭4108015525 _%08% 6256 полат" phen 
=to tity —ty dis tta tits — te — ity tta tita t'i 
= (o ta tta-te t") 
+46 —tgtts—tr кез) Uy (1) 
আবার, (a— iz)" =a" – "0,a" in + ^ Qa" 3908 — "Оза" i mt 
410401৮4405 52052৮56505 Fee 
৮৮7 “tn "Оа" 8৮8 +i"0 ga" 08 
+ "Ola" *g* k ae ai + 
=to itr da tity tty tts -te tila tte °° 
=(to- tatta -te t ) 
it, ts tts trt ) ee (9) 


(1) এবং (9) হইতে, 
(a + ix)"(a — iz)" ={(to 7 ta tta- bo + +) dia m ts tts tr 
teux flota tta- tat e) T5 — ts tts -tr +r) 


বা, (a* +9)" e (fo — tatta- do n) + (te — te tts 
s -irt )° 


১২৪ বীজগণিত 
Bel, 9. If a, b, сд be any four consecutive coefficients of 
an expanded binomial, show that (be + ad)(b — c) =2 (ac? — 24). 


মনে কর, a, b, c, d (1 +2)% এর বিস্তৃতির যথাক্রমে (৮-1)-তম, ?-তম, 
(৮+1)-তম, (+9)-তম পদ। 


এখন, ০৮-75-5711) 
> , 


"Or: т 
VG 5220. 76711, 2-72, 
? а "Cry r-1 r-1 ' 
1465 8৮:84 
(ii) 2 n NA 7: , 
ш) Š 4 "Orey ne nar 
(ii) с "б, rtl +1 
() হইতে, 2৮-2)-8-৮+2 (a) 
Gi) > £ r=n-r+1 «es (В) 
Gi) = fetr- > @% 
(a) হইতে (5) বিয়োগ দ্বারা, 
Кз уся АРЫ ЛҮ КИРА = a+b) , 
a” D) Жїн с Е 4 2105 (mA ETE 
এইরূপে, (৪) এবং (v) হইতে, 
CG йс pictus te beda). 
iU 3 онсе c? -bd 


cd a+b , 

TEL н 

বা 92০-৫০৭+82৫0- acd = ac? — abd + bc? - b?d, 

বা b*c * abd - bo? — acd = (ac? — 524), 

বা (be + ad)(b—¢) = 9(ac* — 5*q). 
801. 4. If(142)'-0, tC t 0525 +008 +u tOna find 
„Съ 
n+ 1 ; 
[ C. U. 1945 ; Delhi, 1950 ] 


x Cy rca DRM E 
the value of Oot at get + 


fein উপপাদ্য ১২৫ 
fart উপপাদ্য হইতে, 


(1+2)%=1+"0,2+"0,0° 10525 + "On" ; 
0571, 04 —70,, Co="Cq, ইত্যাদি | 


প্রদত্ত রাশিমাল! 
уч m 05 So 4751৭ 
1+ 21818 
= 14 mo 1) ,n(n-1)n- 2), MA a Ue 
[2 39 i 43 px 
c1 matins Dunn De: vx 
B^ [৪ [4 [etu 
asi 4 (n 1n | (n+ Dn(n — 1) 
мн = т )( E 
(n+ 1)n(n - (n —2) 4 ০১০০ 
4 id + +1) 
Р Ды 19৭ TOU. etg, ROJ +e ept } 
n+l eu. 
1 7 
- do VEL. 1} 
Bri. 5. If (1-2) 2, - 0,2 * Cow? +++ + Ола", find the 
value of O, +20, + 803 +++. + nOn. [ C. Ú. 19381 
দ্বিপদ উপপাগ্য-অনুসারে, 
(122) 2 1 "O,a 40508 +++ 1751 
O, 71, €, ="0,, 0, ="0,, ইত্যাদি 1 
প্রদত্ত রাশিমালা 
="0, 3*2,0,43.0, + ...... +n.” COn 
q 2nln — 1) , nin — = ea) Bee 
1 (3 h 
৮172 j+ (n = 16-9 Dy len 
= din ad. 
150 21858 2 
=" 10,770, +7 03 nem Gn im t 


=n(1+1)""* 


2449", 


১২৬ বীজগণিত 


©]. 6. If (1+2)"=0, +0,2+ Osa? + ur". find the 
value of Co? + Q,* +02 + 4,2, [0. U. 1941] 
(2) ০০ + Oe + 050৭ + e + Ona, E 0) 
% এর স্থলে, 1 বসাইয়া, 
1 n 
(1+2 = 054214 944 ээлөө» +. -- (2) 
(1) এবং (2) হইতে গুণন দ্বারা, 
n 
(1+ ar (1 +1 ) =(1) এবং (2) এর শ্রেণী দুইটির গুণফল, 
an 
বা, (2 +e)" =(1) এবং (2) এর শ্রেণী দুইটির গুণফল।  ... (i) 


স্পষ্টই, (1) এবং (2) এর দক্ষিণ-পক্ষস্থ শ্রেণী দুইটির গুণফলের £-বজ্জিত 
রাশিটিই প্রদত্ত রাশিমালা। 


প্রদত্ত রাশিমালা = ura) এর ааб রাশি 
7L 2)*^ এর বিস্তৃতির %% এর সহগ 


2997 1 উপরের সমাধান (i) এর মমীকরণটি একটি অভেদ অর্থাৎ উহ! এর সকল মানের 
998 সত্য বলিয়া, ইহার এক পক্ষের ৫ এর যে-কোন ঘাতের ART অপর পক্ষের ш এর সমঘাতের 
সহগের সমান ধর! হইয়াছে। 


বিকল্প-পদ্ধতি $ (Lt+a)t= Oo + Ca Сат? + eee + Ong” +++ (1) 
আবার, (+ 1)" = бл" + 0,2%-5 4-052%-5 +... +O, +++ (9) 


(1) এবং (2) এর গুণন দ্বারা, উপরে বর্ণিত পদ্ধতিতেও প্রদত্ত রাশিমালার 
মান নির্ণয় করা যায়। 


উদ1. 7, 7 If generally ny be the coeficient of the (r + 1)th term 
in the expansion of (1 2)", show that 
(n + p)r= My + nrp Tnr-spa t+ my pry *pr; 
n, 7 (1 +e)" এর বিস্তৃতির (+1)-তম পদের 7; 
pr = (1+%)”এর বিস্তৃতির (৮+1)-তম পদের সহগ, 


দ্বিপদ উপপাদ্য ১২৭ 


এবং (2+) = (L4 а)" এর বিস্তৃতির (r+ 1)-তম পদের সহগ। 
(1 c)" 2 1- nic nz? 41505 + ও te", 
(12)? — 19 p.m * paz? pac? ^ «pua ++ +m, 
545 (L2) *? = 1 +(%+ р)ух + (п + p), + (n р) зш + 
+ (n pa" ++ ae: 
1+ (0+0), + (nc pon? to + (n+ pre" +++ tat? 
=(L+nyetnge® ee + nre" +++ +g”) 
x(L+p,0+ poe? t «prz! t + ZP). 
উভয় পক্ষের z” এ সহগ সমিত করিয়া, 
(n p), n Wy-iDid т-ра +" T n ipr-i T Dy 
দ্রষ্টব্য | এই ফলটি 'ভেগারমণ্ডি'র (Vendermande's) উপপান্ত নামে ats 1 
Gal. 8. Find the value of 


= (a+B)n + (a+ 25) ™ a 0 ~(a+ 3p) 9% -De-2 + 


প্রদত্ত রাশিমাল] 


ae aa ee 
(%+1)-সংখ্যক পদ পৰ্য্যন্ত } 
ee qm পদ পৰ্য্যন্ত } 


(n - 2(n - 9), ., 
2 


n(n — 1)(n— 2) _ 
[2 


=a(1-1)"- bn {1-(»-1)+ 


- bÍn — n(n - 1) 


%-সংখ্যক পদ ADS } 
=a (1-1)"— bn(1 — 1)"”1 = 0. 


উদ. 9. Prove that, for all positive integral values of w greater 
than 1, 4" — Зп — 1 із divisible by 9. 


-8n-1-2(1-3)-3n-1 
-1tn8t"0,9*-^0,3?---—9n-1 
2?0,.93* -"0,.8* + 
এখন দক্ষিণ-পক্ষস্থ সমস্ত পদই 3° বা 9 দ্বারা বিভাজ্য ; 
অতএব, 4^ -3n — 1 ও 9 দ্বারা বিভাজ্য I 


১২৮ বীজগণিত 
Sri. 10. Apply the Binomial Theorem to find the value 
of 99°, : 
99° = (100 1)° = 100? — *C,100*?.1 + *0,100.1? +1° 
= 100° ~ 3-100? + 3:100 - 1 
= 1000000 — 30000 + 300 — 1 
= 970299. 


ersten 15 


1. Find the values of *°0, + ৯০0০ + £00; + +... + 290, 0. 


2. (৫) Find the value of 
300 + 2*0, + 950; 4 9*0. Las 200, 


(b) Show that the sum of the coefficients of odd terms in 


the expansion of (1+ a)?” is 22"-*, [0. U. 1917 ] 
3. If three successive coefficients in the expansion of (1 - т)" 
be 165, 330 and 462 ; find n. [ P. U. 1945 ] 


4. If the first three terms in the expansion of (1+ п)" are in 
A. P., show that 2 _ 4nz ^ n(n — 1)z? = 0. 
5. If the rth, (r+ Ith, and (r+ 2)th coefficients in the expan- 
sion of (1 +z)“ are in A.P., show that 
n? —n(4r +1) + 4r? - 9 =0. 
6. If the 2nd, 3rd and 4th terms in the expansion of (a + z)" 
be 240, 720 and 1080 respectively ; find a, z and m. 


7. The 3rd, 4th and 5th terms in the expansion of (z + a)" 
are 84, 280 and 560 respectively ; find v, a and n. 
[ Pat. 1947; C. U. 1955 1 


8. If a, b, c be three consecutive coefficients in the expan- 
sion of a power of (1 +z), prove that the index of the power is 


+ bla + 
Зло $ Ha +0) and that the number of the term of which a is the 
. = 2(৮+০) 
coefficient; is pma [ Pat. 1941] 


9. Iftwo successive coefficients of an expanded binomial be 
equal, prove that the two coefficients immediately preceding and 
succeeding them are also equal. 


fara উপপাদ্য ১২৯ 


10. а, ,০, d be the 3rd, 4th, Bth and 6th terms respec- 
tively in the expansion of (z+ А)", љ being a positive integer, 
show that 


b? -ac _ 5a, 
c'-bd Зс 


11. Ifa, аз, аз, a, are any four consecutive : coefficients in 
the expansion of an expanded binomial, show that 


[ C. U. 1957 ] 


Oy Gs 71905 


täs Agta, atas 
12. Ií P, denote the product of all the coefficients in the 
expansion of (1 +2)", show that 
77741 zin +. ye 
Pa 1% 
13. If C, denotes the number of combinations. of n things 
taken 7 at а time, show that 
Ci , Os 2^-1 
2 jJ 4 ntl 
14. If(1+2)"=C,+0,0+ 0.07 + “+ + Ont", prove that 


4 [ Pat. 1950 ] 


Oy 
47 


n 
(i) So +924 Se Or == 


(ii) O, +20, + 0, + 20s * 0, * 20, + + —8.2"7. 
15. [1 (1 +2)% 0০4 054-02%2+ ++ + Cnt", prove that 
(i) Co +20, +30 + ++ +(n+1)0n= (n+ 9)9"_*, 
[ O, U. 1929 ] 
(ii) Co +30, +50, + + + (an 1)0, = (n + 1)2". 
(ii) Ca +205 +30, + ++ *(n-1)0. = (п – 9).2""1 *1. 
(iv) 0,7 90,--30, — ++ * (7-1) n0, = 0. 
[ C. U. 1942 ; Gau. 1949 ] 
(y) Co - 20, +30, + ++ * (7 2" n 1)0, = 0. 
(vi) 90-30, +40, - 505 + + to (n+ 1) terms 0. 


ie 200/04 ар тута Оз шй 
(i) б ТӘГЕ и. CM aT EI 


[ Pat. 1944 ] 


XI—E.M. 9 


১৩০ বীজগণিত 


305, + "Оһ 210৮1), 

бл басса 

C50, 057 On(n + 1)", 

[n. 

Ов ЕТ. 
n+l ntl 

et. Se 

m+ln-1 

ш Улан. 

т+2 љ-2 

12, 

im m. 


у €x + 209 
(viii) 0. б, + 


(ix) (Co + 05)(0. + Oa) (04. * Cn) ^ 


2 8 4 
(x) 20, 43-0: +2 01.205 + M 


(xi) 05,0, * 0,04 * 0,04 t 05-105, 


(xii) 0০05 + 010s + 050, +++ +Cn-20n= 
(xiii) CoOn + Oy Cn-1 4+050/%-2 + *** + CuO, = 


(xiv) CoCr C105, + (Cr Bien + On-70n = = x 
(xv) Co? -03° t 0,* - 0,* +---+(—1)"C,7=0, 


n | 
or, (- “Tey according as n is odd or even, 
3) 


19৮20. 
(n—-1)* 

F +9) 2n-1 
(xvii) 0,* *30,* &30,* + (n 1) 0,2 = CEA Be, 


16. Show that (а) (O94 0, +O, t +0) =™0, +2"0, + 
"0, +++ + 25057) where p із a positive integer. 


(b) [iem 988-21, онан ү: 2 
x {1+ in + ar п.ыа ез9, 2 
(721) 707%-1)07%-9)+... 
2 |8 
17. = И(1+@+ж°)*=а„+а,л+ 0205 ++ jan show that 
(i) ao a4 tagt + don=8", 
(ii) ao — a, a, —** as =l. 


(xvi) 0,* +20,° +305" + + n0,* = 


=1+in+ 


দ্বিপদ উপপাদ্য ১৩১ 


Hence, deduce that 
(i) Gotastae+  +а5»=3(3"+ 1), 
(ii) ay tator + 635-17 K(8" - 1). 


18. Show that 


1+2 n At L +" (с j--— 82)” 
(15 EU নানি IET se cr š 
19. Show that, if m is a positive integer, 


mant দা na 


20. Show that 
& —"O,(z— y) +"Co(w— ду) -"О„(ш- 30) + (7 1)" (e— my) =0. 
21. Prove that, if n is a positive integer, 
nite 400-1), 1+ 20 
`l + лт 19 (1tnz)* 
_п%-—10%-9) 1+8@ |... 
1.2.8 (14 n2)? Ç 


1 


22. Show that 
s riy জার তি: 
ares rial in — d |lin-1 |m qn 
23. Show that, if » is a positive integer, 
(1 —z)"*= (1 + 2)" - 2nz(1-- z)” + “ез 2) 
24. Prove that 52" — 94» — 1 is divisible by 576 for all positive 
integral values of n greater than 1. 
25. Prove that 3?" — 26n — 1 is divisible by 676 for all positive 
integral values of » greater than 1. 
26. Apply the Binomial Theorem to find the value of 
(i) (99)*. (ii) (‘999)* correct to 3 places of decimals. 


a*( ajo e, 


চতুর্থ weis 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী এবং ANAS 41 SAF 
সুচক-বিশি দ্বিপদ্ উপপাদ্য 
(Infinite Geometric Series and Binomial Theorem 


for negative or fractional index ) 


41. দশম শ্রেণীর পাঠ্যপুস্তকে ‘প্রগতি’ অধ্যায়ে সমাস্তর-শ্রেণী ও গুণোত্তর- 
শ্রেণীর আলোচন! হইয়াছে। তাহাতে যে সকল শ্রেণীর আলোচন! হইয়াছে, 
সেগুলি সসীম (Anite) শ্রেণী; কেননা তাহাদের পদ-সংখ্য! নিদ্দিষ্ট । এরূপ 
শ্রেণীর যোগফলও নির্দিষ্ট এবং নির্ণয় কর! সম্ভব। 


এক্ষণে যে শ্রেণীর পদ-সংখ্যা অসীম অর্থাৎ যে শ্রেণীর পদগুলি অনন্ত পর্য্যন্ত 
বিস্তৃত তাহার আলোচন! কর! হইতেছে। যে শ্রেণীর পদ-সংখ্যার সীমা নাই 
অর্থাৎ অসীম, তাহাকে অসীম cele (Infinite series) বলে। 


42. п as ভঙ্গ প্রন-সংশ্য| Grass eme 
ভগ্নাংশ emen, дісі -sfece esc c=, n == সান 
=== বাড়িতে әса, rea aa === কমিতে 
AST | 

মনে কর, ?=$. এখন যেহেতু কোন সংখ্যার 4-তম অংশ স্পষ্টতঃ এ সংখ্যা 
অপেক্ষা ছোট ; অতএব, 

(})* এর মান g অপেক্ষা ছোট; কারণ, (tup এর %; 
(8) এর মান (9)? অপেক্ষা ছোট ; কারণ, (})!=(})* এর 4; 
($)4 এর মান (H° অপেক্ষা ছোট ; কারণ, (})* -()* এর 4; 


সুতরাং, দেখা যাইতেছে যে, $, (8), ($)*, ($)...... শ্রেণীতে, যে-কোন 
পদ উহার পূর্ববর্তী পদ অপেক্ষা ছোট ; অর্থাৎ ॥ এর যান যতই বাড়িতে 
থাকিবে, (g)" এর মান ততই কমিতে থাকিবে। 


অসীম গুণৌত্তর-শ্রেণী, arare বা erts স্ুচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৩৩ 


এইপ্রকারে, যে-কোন APS ভগ্নাংশের ক্ষেত্রে উপরিউক্ত দিদ্ধান্তের সত্যত! 
প্রতিপন্ন কর! যাইতে পারে I 

সুতরাং, ৮ এর মান এক অপেক্ষা! ছোট যে-কোন সংখ্যাই হউক না কেন, 
n এর মান যতই বড় হইতে থাকিবে, ?% এর মান ততই কমিতে থাকিবে | 

Bell উপরিউক্ত দৃষ্টান্ত হইতে স্পষ্টই বুঝ! যায় যে, ? যে-কোন প্রকৃত 
ভগ্নাংশ সথচিত করিলে, n যদি অসীম হয়, তবে у” এর মান নগণ্য হইবে। 

43. কোন reacia পদ্ছ-সংস্যা অসীম 
হইল, এ ০শ্রলীল শপদ্ছসমুহেন্র সমষ্টি cial 

a, ar, 079, ar? ইত্যাদি শ্রেণীটির বিষয় বিবেচনা করা যাক। ইহার 
প্রথম %-সংখ্যক পদের সমষ্টি 9 দ্বার! স্থচিত করিলে, স্পষ্টতঃ, 
000200) ga part 
1৮7 lp der 

এখন, › এক প্রকৃত ভগ্নাংশ হইলে, n এর মান যতই বাড়িতে থাকিবে, 
E (aves, a) এর মান ততই ক্ষুদ্র হইতে থাকিবে। সুতরাং, 


lr 

n ( অর্থাৎ প্রদত্ত শ্রেণীর পদ-সংখ্যা ) এর মান ক্রমশঃ বদ্ধিত করিয়া, 2e 
মানকে যে-কোন অকিক্ষুদ্র সংখ্যা অপেক্ষা RASA করা যায়। অতএব, n কে 
মীমাতীতরূপে aes করিতে থাকিলে, সংখ্যক পদের সমষ্টিকে TE: এর 
যতদূর ইচ্ছা иб করা যায়। 

এই সিদ্ধান্তকেই সাধারণতঃ নিম্লিখিতরূপে প্রকাশ কর! হয় যে-কোন 
গুণোত্তর-শ্রেণীর পদ-দংখযা অসীম হুইলে, উক্ত পদসমূহের সমষ্টি 147 এর সমান 
হয়। অথবা, সংক্ষেপে, অনীম-সংখ্যক পদবিশিষ্ট গুণৌন্তর-শ্রেণীর পদ- 
সমুহের ma- gip অর্থাৎ, | (সাধারণ житте)! 

দৃষ্টান্ত, 1, &, d k... ইত্যাদি গুপোত্তর-শরেণীর বিষয় বিবেচনা 
কর] যাক। i 

এক্ষেত্রে, a=l rud; s. প্রথম *-সংখ্যক পদের সমষ্টি 


-regii 
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এখন, % কে সীমাতীতরূপে ioa থাকিলে, 9"-* সীমাতীতরূপে 
বাড়িতে থাকিবে এবং কাজেই, ——4 ক্রমশঃ কমিতে কমিতে নগণ্য হইয়া 
যাইবে। 

эт, উপরিউক্ত শ্রেণীর পদ-সংখ্যা অসীম হইতে থাকিলে, পদসমূহের 
সমষ্টি ক্রমশঃ 2 এর সঙ্গিকটবর্তী হইতে থাকিবে; অর্থাৎ, 

উক্ত শ্রেণীর অসীম-সংখ্যক পদের সমষ্টি = 2. 

Bey লক্ষ্য করিবার বিষয় এই যে, কোন গুণোত্তর-শ্রেণীর %-সংখ্যক 
পদের সমষ্টি, s সীমাতীতরূপে বাড়িতে থাকিলে, ক্রমশঃ এক নির্দিষ্ট সসীম 
সংখ্যার সন্নিকটবন্ভী হইতে থাকে, যদি উক্ত শ্রেণীর সাধারণ অনুপাত এক 
অপেক্ষা ছোট zx. কিন্তু, সাধারণ অনুপাত যদি এক অপেক্ষা বড় হয়, তাহা 
হইলে উপরিউক্ত সমষ্টির কোন নির্দিষ্ট সীম মান থাকে না। 

44, Slas Rafs (Recurring Decimals)| “WIS 
দশমিক অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী দ্বারা উৎপন্ন রাশিমালার উৎকৃষ্ট দৃষ্টান্ত । যথা, 

984 = "234343434 


, $ 


Ei. = 2+ 55+ BE +: ইত্যাদি । 
+ "00034 

40000034 

+++ ইত্যাদি 


এক্ষেত্রে, d এর পরবর্তী পদসমূহ এরূপ এক গুণোত্তর-শ্রেণী উৎপন্ন করিয়াছে, 


যাহার প্রথম পদ 34 এবং সাধারণ অনুপাত s 
aiat 2.947 e SEER opa) 
অতএব, '284 oto u i97 710 * 990 990° 


934-2 
[ অৰ্থাৎ, 990 | 


Ba. 1. অসীম-সংখ্যক পদবিশিষ্ট কোন গুণোত্বর-শ্রেণীর পদসমূহ ক্রমশঃ 
কমিতে থাকিলে, উহার যে-কোন পদ এবং উক্ত পদের পরবর্তী পদসমূহের 
সমষ্টির অনুপাত এক ঞ্রবক-সংখ্যা হইবে | 


অসীম গুণো ত্র-শ্রেণী, খণাত্মক বা ভযগ্নান্ধ কুচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৩৫ 


মনে কর, উল্লিখিত গুণোত্তর-। শ্রেণীটি а, ar, av? , ат®,......› ০ ইত্যাদি ছার] 
«fpe হইতেছে । এখন, এ শ্রেণীর %-তম পদ = ar" 7 
এবং BS %-তম পদের পরবর্তী পদসমূহের সমষ্টি 
ডো (rtr trot tn ০০) 
= zr sl, 
jew 
-i = 
(7৮তম পদ ) : ( উহার পরবর্তী পদসমূহের সমষ্টি Ж AT - Lr 
Try 
_ এক риал, কারণ, n এর মান যাহাই হউক না কেন, 11 এর মান 
সকল ক্ষেত্রে একই থাকিবে | 


[ অসীম-সংখ্যক পদবিশিষ্ট গুণোত্তর-শ্রেণীকে সংক্ষেপে অসীম গুণোত্তর- 
শ্রেণী বল! হয়।] 
উদ. 2. үл Ls মান fata কর £ 
аро অসীম-সংখ্যক পদ ATS 1 


এক্ষেত্রে, a-$ এবং r= -4+3= - $. 


n ГЕ ИРА 
Ref মান = fg) ic 8 26 


উদ]. 3. If ж < 1, sum the series 1+ 2a + 312 + 423 + &c. to 
infinity, 


মনে কর, face যোগফল = 8 ; তাহা হইলে, 


9.1 49048294429 + + ০০ eo) 
এবং», Se= 2+ 222 +805 +++ © (9) 
(1) হইতে (9) বিয়োগ করিয়া, 
801-2) =1+0+0% tg? tie oo 
cU. 
1-2 
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erster 16 

Sum to infinity each of the following series : 
ЗА А а о PHD 
8. ФЪН НЫТ 4. 1-3$t$--- 
5. 38493271717. 

218549. 9 
6. 5 teat ee tua 

X oO pi Oi 
1. 7 7273741 


1 1 
8. J84 8 39. 
9. (J8-1)*1*(J2- 1) 


10. Find the common ratio of a G.P., continued to infinity in 
whieh each term is ten times the sum of all the terms which 
follow it. 


11. Find by the method of summation of infinite Geometric 
series the value of : 


(i) 027; (ii) 1146; (iii) "91501; (iv) 149857. 
12. Sum 1+ 32+ 50° + 720° +++ to infinity. 
18. Sum 1.27 + 2.4z* + 8.8z* + **- to infinity. 
14. Sum 1.32+4,92° -- 7.972? + ++ to infinity. 
15. Sum 18246257128 +++ to infinity. 
16. Sum $$ Zr to infinity. 


17. Find the sum of the infinite series 1 + (1+ а) +(1 + a a?) 
X r* * (1 a^ a* +a) +, r and a being proper fractions. 


4'5. অসীম  শ্রেণীগুলিকে ইহাদের যোগফলের প্রকৃতি অনুসারে 
সাধারণতঃ তিনভাগে ভাগ করা যায় : 


(ক) যে শ্রেণীর পদ-সংখ্যা (n) অসীম পর্য্যন্ত হইলেও উহার %.পদসমূহের 
যোগফল (sy) কোন নির্দিষ্ট মান অতিক্রম করিতে পারে না, তাহাকে 
অভিনারী (convergent) অসীম শ্রেণী বলে। যথা, 


142423 


gtgetget =. 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা wate সুচক-বিশিষ্ট ен উপপান্ত ১৩৭ 


এই শ্রেণীর যোগফল এ কে অতিক্রম করে না। এক্ষেত্রে দেখা যায় যে, 
n এর মান যতই বৃদ্ধি পায়, যোগফলও ততই 9 এর নিকটবর্তী হয়। 

п এর মান অসীমের দিকে অগ্রসর হইতেছে বুঝাইবার জন্য ‘n> ০? 
প্রতীকটি ব্যবহৃত হয়। 


r যদি অসীমের দিকে অগ্রসর হয় (у — e), তবে 


শুন্য (0) হয়। 

॥ এর মান 1 অপেক্ষা MCT হইলে (|? | <1), ওঁ অগীম শ্রেণীটি 
অভিসারী হয়। 

(4) যে শ্রেণীর পদ-সংখ]1 (n) অনন্তের দিকে অগ্রপর হইলে, উহার ॥-তম 
পদ অসীম হইয়া পড়ে এবং S, এর সীমাস্থ মানও GANT হইয়া পড়ে_এরূপ 
শ্রেণীকে অপসারী (divergent) অসীম শ্রেণী বলে। 

যথা, 14943440, 1+2 HI Heo এরূপ শ্রেণীর 
যোগফল নির্ণয় কর! সম্ভব নহে। এরপ ক্ষেত্রে সাধারণ অস্তর 41 ARMS 
কখনও 1 এর চেয়ে RUST নহে | 

(a) উপরিউক্ত (ক) ও (খ) শ্রেণী Гете আর একপ্রকার অসীম শ্রেণী আছে, 
যাহার সমষ্টি বিভিন্ন ক্ষেত্রে বিভিন্ন হয়। এরূপ শ্রেণীকে দোলায়মান 
(oscillatory) অসীম শ্রেণী বলে । যথা, 

1-1+1-1+1-— e, 

এক্ষেত্রে, শ্রেণীটিকে (1-1) +(1-1)+(1-1)+:::---০ ধরিলে, ইহার 
সমষ্টি = 0. 

আবার, শ্রেণীটিকে 1-(1-1)-(01-1)- йш, ইহার 
যোগফল = 1, 

46. আপাত Sele Sate sa-a farr 
Boje (Binomial Theorem for negative or fractional index). 

৮ এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা স্ষুদ্রতর হইলে, খণাত্মক অথবা SATs 


п এর 99, 
one sa Deae 


l এর সীমাস্থ মান 


r 


(1+r)"'=1+mnzr+:/ 


ano - ৮775 -৮+1) +... অসীম পৰ্য্যন্ত | 
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লক্ষণীয় 
0) ' এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা req হইলে, শর্ভটিকে “চিন্র-বঞ্িত 
x এর মান 1 অপেক্ষা! ক্ষুদ্রতর হইলে’, এইরূপেও লেখা চলে | 
আবার, কোন সংখ্যার শাংখ্যমান এবং পরম মান (absolute value) একই 
অর্থ-জ্ঞাপক বলিয়া পরম মানের চিহ্ব-সাহায্যে শর্তটিকে ‘| x | < 1 হইলে, 
এইরূপেও লেখা চলে | 
আবার, z এর সাংখ্যমান বা পরম মান 1 অপেক্ষা ASI হইলে, z, - 1 
এবং 1 এর BERS (শুন্য ভিন্ন, কারণ о শুন্য হইলে, 1+% দ্বিপদ হইবে 91) 
কোন সংখ্যা হইবে, -1 অপেক্ষা RAST <| 1 অপেক্ষা বৃহত্তর কোন সংখ্যা 
হইতে পারে 91; অতএব, শর্তটিকে ‘-1 < z <1 হইলে’, এইরূপেও 
লেখা চলে | 
(9) দক্গিণ-পক্ষস্থ শ্রেণীটির ('+1)-তম পদ হইতেছে 
nin- n- 9) (в) r. 
i» 3 
স্পষ্টই, ইহার লব, n ANU অথবা GATS বলিয়া, ॥ এর কোন ধনাত্মক 
পূর্ণ মানের জন্যই শূন্য হইতে পারে না; অতএব, শ্রেণীটির কোন পদই sm 
হইবে না) সুতরাং, শ্রেণীটি অসীম AHS বিস্তৃত হইবে। মনে রাখিতে 
হইবে, п খণাত্মক অথবা Cars না হইয়া ধনাত্মক এবং পূর্ণ সংখ্যা হইলেও 
(1+ a)" এর বিস্তৃতির (r+ 1)-তম পদ হইবে 
an = 1)(%— 2) (n — + + 1) z. 
lr ১ 
কিন্তু, এক্ষেত্রে, (n +1), (n + 9), প্রভৃতি n অপেক্ষা বৃহত্তর r এর যে-কোন 
ধনাত্মক, পূর্ণ মানের জন্তই পদটির লব শূন্য হইবে বলিয়া, বিস্তৃতিটিতে 
(%+1)-তম পদের পরে আর কোন পদই থাকিবে না, অর্থাৎ, এক্ষেত্রে 
শ্ৰেণীটি সসীম (finite) এবং ইহার পদ-সংখ্যা n + 1. 
(3) কেবলমাত্র -1 < ৫ <1 হইলেই উপপাদ্াটি সত্য হয়, saN, 
(1 + z)" দক্ষিণ-পক্ষস্থ বিস্তৃতিটির সমান হইবে না। যেমন, 
2 এর স্থলে -e এবং % এর স্থলে - 1 ধরিয়! বিস্তৃতিটির পদগুলি সরল 
করিয়া রাখিলে, নিয়লিখিত বিস্তৃতিটি পাওয়া যায় £ 


(17-2)? =1+2+2° +z +> -- (1) 


অসীম গুণোত্বর-শ্রেণী, খণাত্মক বা SATs স্থচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৩৯ 


% এর স্থলে 2 বসাইলে, 
বাম পক্ষ=(1-92)"* =(- Die Hibe 
দক্ষিণ পক্ষ -1+2+ 27 ++ 
পূর্বেই দেখানো হইয়াছে ইহা একটি wv শ্রেণী; ইহার সমষ্টি কখনই 
—1 হইতে পারে না। অতএব, দেখা গেল, যখন o > 1, অর্থাৎ_1 ৮] 
নহে, তখন (1) এর বাম পক্ষ ও দক্ষিণ পক্ষ সমান হয় না। 


47. RAA lv | 
(4 1)-তম পদকে বিস্তৃতির সাধারণ পদ বলে এবং সাধারণতঃ ইহাকে 
try দ্বার! সুচিত করা হয়। 
এখন, (L+a)"=1+ net sin Ds নাও 2)5+.. 
tray Bama ae De, 
48. ба শ্রক্মোজন্নীলস fefe І 


(1) (ex =140(- qae as op «ec D Be gy 


এ nln — 1(n — 2)---(% 21810 ay te 


17. 
"Же = nx Os D. n(n- um =2) ay. 
+(-1) аласала 
9) (+x) 5 1+(-%)9+ “Wnei sa 


Ë 
-щ--1(--9) з... 


zalen- M n Dene Ne 
„п@+1)„а mnt DG 2) а... 
18 


=1-пх a7 10 
{> = уаз а). (n+r- =j 
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(8) (1=x)"* 
=1+( -\-}+=®С == ae ө 


+ AMS MT Naa + 


(ER аас 
Mira Вун ar ED ED 
MES E 1788 
(4) (1+0) *=1- rtg? -ettet a! 

(5) (1-2)! = 1.14227054+ Rat tee 
(6) (1*2) =1- 92+ 807 — 40° t t (7 D' (r1 তত 
(7) (172) * =14 2z * 85? +423 +e + (r+ Da" t+ 
(8) (L+2)-°=1-82+ 6x? – 102° 

Teek(-1) аа 


+ 


(9) (1—2)7? =1+ 82+ 60° +1028 +- 


ag (1) (1—2)* এর বিস্তৃতির পদ 
£j, 707 Din - as =Й у 
=(-1) @—1%-9)--@- +1) 
|е 
(2) (1+2)7% এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ 
fea = AEST DU п-и), 
ri ir т 
(1y Mt 0) + 9): (а + 3) „ 
-(-2) perle 


+ ই +. 


Ф", 


(3) (1—2)^^ এর বিস্তৃতির সাধারণ পদ 
te. = ESE E ы) ar 
TA Ir Y z) 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণা আক বা Sate স্থচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৪১ 
(ж +1)( + te (n r— “Ay yar 


=(- 1)" 
=(-y?"™ Т о (n r—1) „+ 
It Ф 
P nln + C + D- (n + r — 1) E 
ir н 
UR (8) এর সাধারণ পদের আকার হইতে বুঝা যায় (1—4) এর 
বিস্তৃতির সকল পদই ধনাত্মক 1 ' 
49. ভগ্রা্ অহা acters সুচক-ভিল্পিউ (atx) এল 
॥-তন ANS £ (a+) এল f=s=f= | 


(৫) z < a হইলে, 741; 
"es (atay"={a(1+ 2) 
= (1+ sy 
mo" ++ reir EZ ) 


nin- 1) n- 28775 


2 


= a" + nd" ig 
(9 ৪ > a হইলে, < 1; 


s (a+ yt = {o(1+ 3 


efits aer. ay’ +) 


a n-i 4n 1) ^-9.9 LL... 
g” tnr" a wr @ лб + 


উদ. 1. Give the first four terms of the expansion of 
e [ O. U. 1876 ] 
(2 - 32°) 
Ка. ১89: 0৮901 
(a- 32*)* aig - 22") af 
9 
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p s a- 2. Dd NR үг ш 


+ CH Dt aca "Pod 


9.3 
4 82? p" 9х* , 4.9.14 97z* 


4 
5 2 572 4 '5*93 8 


Lf + бб 81, +507 ce 
gu* БО * 507 apo” ovp 


Gal. 2. Find the (r+ 1)th term in the expansion of (1+ টো, 
18-00-2--G-7*1,, 
lr 
51077005054 8) ৫ 
271 
r-2,1.8.5. &с. (2r — 3) z". 
-(-10r*. Cobain 
[লব হইতে উহার (-1)-সংখ্যক গুণকের প্রত্যেকটি হইতে —1 বাহির 
করিয়া লইয়া |] 


0]. 8. Find the (7+ 1)th term in the expansion of (1 — z)” *, 
[ C. U. 1912, '16] 
(+1)-তম পদ = C C747 (- RENTE =r Dy oe 
64-80-80৮8) и 
ir (-2) 
= (+ pr LATA a ss 
(-1) ir (- 1)". 
(137458... 69 
(- pt 1 
(r+ D 2) Ку " 
1.2.8 
(লব ও হর হইতে সমান পদগুলি অপসারণ করিয়া ) 
[মনে রাখিতে হইবে, л SATS, অথবা খণাত্মক হইলে (r+ 1)-তম পদের 
HEH "0, 31] 


(r+ 1)-তম পদ = 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক «i Sirs স্চক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৪৩ 


উদ. 4. Write down the th term of the expansion of 


(1-2). [ C. 0. 18781 
?-তম পদ = 88 DG 788 245 2). — g)" 
gue UG ssi n --0n 1). Ce gyros 


=(- jr Bb 13 এ (= lat 
[+ > 3 ধরিয়া এবং লক্ষ্য করিয়া যে, লবের (r 1)-সংখ্যক গুণকের গুটি 
ভিন্ন সবগুলিই ata ] 


3.1.1.3.5.. 2A 
₹:(-1)%$: টু এ (er - Т), arnt 


উদ, 5. Show that the coefficient of œ” in the expansion of 
5 
(1+ a)? is 


10141... Be 8. yr. 


(1 +:)# এর বিস্তৃতিতে ইহার (৮+1)-তম পদে a থাকিবে। 
Ardy সহগ = 86 -1X$-26-3)..($— —r+1) 
7] 
_ 5.9.(— 1)(— (7 7)...(- 3r 8) 
8771 
_(-3)-5584-4721858) 


БИП 


[লবের +-সংখ্যক গুণকের মাত্র 9টি ধনাত্মক, বাকী সবগুলিই খ্চণাত্মক 
বলিয়া] 


1 31:08. є 
- 10147 A 8(. yr? 
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উদ্দা, 6. Show that the coefficient of the (r+1)th term in 
the expansion of (1 — а: $ 15 


টি" [ ©. U. 1938 ] 
(৮+3)-তম পদ = Mt DG + md *r-1) (22) 
а More д" 
А 185.2- Dor 


J (r+ 1)-তম পদের ia T 7) 
= 1.3.5....(9r = 1).9.4.6...0, 
2.4.6....2r |r 


তা এ 
9" ir |r. 9” (ir)? 


ү. 7. Expand Fi ite in ascending powers of m as far 
as 24, ' ‘ 
Ite TETIK +m - 
BEVET- 155 cone 
(1- 4") 


=(L+a)(1+ 42° + grt +e) 
—-ltztdz*- da? a. 


epasta 17 
1. Find the expansion of : 
(а) Vite. (b Yiz. [ C. U. 1911] 


2. Expand to 5 terms : 
(a) 0-22". 0) -s*. (9-355. 


3. Expand (: + ant to 4 terms. 


অনীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্বক বা! wits স্চক-বিশিষ্ট ছিপদ উপপাদ্য ১৪৫ 


কর 
4. Expand (9— бх) ° to 4 terms. 


5. 


7. 


8. 


15. 
16. 


Expand to 5 terms : 
ic 


(а) (9০-- 22) ^. (b) CED 


Expand vi g-t in ascending powers of z as far as 5, 


Find the coefficient of : 


(а) z? in the expansion of (1 — bn) *. (b) 2" in (1-22) 1, 


Find the first four terms in the expansion of : 


(а) 01-488. [C.U.199] (p (1-2) 5. 


1. 

Writing down the 11th term of (2 — ax), 
1 
Write down the (> + 1)th term in the expansion of (1 — pe)’. 


Write down the (r + 1)th term in the expansion of б=т 


Find the ( + 1)th term in the expansion of (1- 32) *. 
Find the rth term of (a° 4 z*) ° and of (1 -aty v. 
Find the coefficient of z** in (a° - p*a*), 

Find the 14th term of (2*? ~ aT. 


Expand — За 


a —@ 


at to 5 terms and write down the (r + 1)th 


term of the expansion. 


17. 


18. 


- 
Find (a) the rth term in the expansion of (a - z) ^. 
[ C. U. 1885 ] 


৬৪. 
(9 the general term in the expansion of (1—na) *. 


Find the (r + 1)th term in the expansion of (1 — 23 š. 


XI—E.M. 10 


১৪৬ বীজগণিত 

19. Show that the nth coefficient in the expansion of (1 — 2)" 
is always the double of the (n — 1)tb. 

20. (a) Show that the coefficient of z" in the expansion of 

-. [ar 

1-42 ৪ 
এ 

2 Ф) Show that if ¿, denote the middle term of (1 +a)?” 
totty tts rm (1-42) 3. 

21. Show that the coefficient of x" in the expansion of 


=? 
(1-2) “ig 
plp + aXp + 39)---1p + (r = Dah, . 
(r: q* 
22.: What term of (1 422) is d of the same term of 
(1-92) i ? 


410. 3553 27 | 


n ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা হইলে, যে পদ্ধতিতে сеч পদ নির্ণয় কর! হইয়াছে, 
SNS বা ANAF % এর ক্ষেত্রেও সেই একই পদ্ধতিতে বৃহত্তম পদ নির্ণয় কর! 
যায়। নিয়ে প্রদত্ত উদাহরণগুলি হইতে প্রক্রিয়। qoo হইবে 1 


উদ, 1. Which is the greatest term in the expansion of 
(1 Ta when z=$ ? 
ma (Era) = (R22) em 
Те, 7,7, অথবা, < T, হইবে, 
যদি xorg >=, অথবা, «1 হয়, 


অর্থাৎ, যদি 93-9r>,=, অথবা, < 3r হয়, 

অর্থাৎ, যদি 93 >,=, অথবা, < бу হয়, 

অর্থাৎ, যদি or <,=, অথবা, > 43 হয়। 

অতএব, 7? এর 4 পর্য্যন্ত সকল মানের 99 Т, < T, এবং + এর 
4 অপেক্ষা বৃহত্তর মানের জন্য T. < T, অতএব, পঞ্চম পদটি বৃহত্তম পদ | 


অশীম গুণোত্তর-শ্রেণী, serrure বা watts সচক-বিশিষ্ট ছিপদ উপপাদ্য ১৪৭ 


Gel. 2. Which is the greatest term in the expansion of 
(1 +2)”, when r=} and n=3 ? 


ma (29724) xT, - (৮ хт, 
+r 5 ; 
-Begen 


С. [Т | >=, অথবা, = | T. | , 


যদি 271,8১৯, =, অথবা, <! হয়, 
অর্থাৎ, যদি 10+ 57>, =, অথবা, < Tr হয়, 
অর্থাৎ, যদি 10 >, =, অথবা, < 9r হয়, 
অর্থাৎ যদি + <,=, অথবা, > 5 হয়, 


অতএব, এর 4 পর্য্যন্ত মানের 99, | Т, | > | 215 


+=5 হইলে, | Tra | = | 7৮ |; 7 এর 5 অপেক্ষা! বৃহত্তর মানের 
জন্য | 7745 || 2h. 


অতএব, белбеу পঞ্চম ও xb পদ দুইটি পরস্পর সমান হইবে এবং 
উহারাই বৃহ্ত্তম পদ হইবে | 


উদ]. 8. Show that the llth term in the expansion of 
6. 7 ; 
(1+ олу? is the first negative term. 


মনে কর, (1 + ол) এর বিস্তৃতিতে উহার (৮+1)-তম পদ প্রথম খণাত্মক 
Бета পদ ; তাহা হইলে ॥-তম পদটি ধনাত্মক | 
এখন, Туз, ur. 9r X T; 


9% -r 
ӯ. 


= Marth gx T,= -9mX Ty, 
£ এবং Т, ধনাত্মক বলিয়া, 98-7 ANU হইলে, TQ, থণাত্মক হইবে, 
অর্থাৎ 7 > OF হইলেই Т, ANF পদ হইবে । অতএব, r=10 হইলে, 
Tr, প্রথম খণাত্মক পদ হইবে | 
(r+ 1)-® পদ, অর্থাৎ 11-তম পদটিই প্রথম trm পদ। 
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Which is the greatest term in each of the following 
expansions ? 


1. (112), when т= рапа n=12. 
„1%. 3 
2. (L- 7a) * when z = š, 8. (1+%)5, when 2=3. 
4. (5-40) ", when z=1. 
5. (12+ 72)", when z=1 and n=3. 


6. What is the first negative term in the expansion of 
is 
@ Q2). (ii) (1 + M + [P.U.1947] 
7. Find how many terms are positive in the expansion 
of (1- aj. 
411. fare ভপ্পপাজ্ছেল Tata] | 


উদ. 1. Evaluate Z4 by means of the Binomial Theorem to 
5 places of decimals. [ C. U, 1872] 


Ji =(24)* - (6 - 1) =5(1 - 5) 


= 51+ 1 (1) +t zi » il 
+104- DA 84 (ay i J 


=5[1- 333-7 -8--] 
০1068108105 
= 5 [1 - ("02 + "0002 + 000004) — &c.] = 5(1 - 7020204) 


(দশমিক বিন্দুর পরে পাচটি স্থানেই শুন্য আসে বলিয়া 
অন্যান্য পদগুলি বিবেচনা না করিয়া) 


= 5x'979796 = 489898. 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা wets স্চক-বিশিষ্ট fare উপপাদ ১৪৯ 
WW]. 2. Find the value 5/3198 to 5 places of decimals. 
em; p e 31 
4/8148 = (8125 + 3)* =(5° +3 =5(1 +) 


E. 1,3,25-10,9 ~) 
hes БЕК 13 pet 
з 9 
PU 


= itar зве puqoq ii 
=5[1+ 105 ^ 1022 T জেরা . 


(দশমিক বিন্দুর পরে 9150 স্থানেই শূন্য আসে বলিয়া 
পরবর্তী! পদগুলি বাদ দিয়া) 
=5 x 1000192 = 5'00096. 


Gai. 3. If т be small compared with unity, show that 
Ass Jia sas asan 
1 এর তুলনায় & এর মান pa বলিয়া, আসন্ন মান নির্ণয়ের সময় es, 
25, ... সংবলিত পদগুলিকে প্রত্যেকটি দ্বিপদের বিস্তৃতি হইতে বর্জন করিয়া 
কেবলমাত্র 2 বিস্তৃতির প্রথম দুইটি পদ রাখিলেই যথেষ্ট হইবে 1 
অতএব, প্রদত্ত রাশি 
ажа (1-а) 4 de) 01—40) 92-15-1482 
1424 (14.2) 1+e+(1+32) 3248s 11742 
7 (L- daz) 42) = (1 — Yaz)(1 — т) 
=l-yrr-de [2* সংবলিত পদটি বাদ দিয়া] 
=1- фл, 


Gel. 4. If c be a quantity so small that с° may be neglected 


i $ ш 5 T Ta : 1 
in comparison with 1°, show that A টি AJ ii, very nearly 


8c? 
equal to 2+ 4121 [ 0. U. 1888 ] 


১৫০ বীজগণিত 


du .C»c9 3C o 
12 


এ + 
i Hee ৮ 
রা e না per ae 


l 2 


m 


1.9.3 i? 
8 
III EET অভিনারী অসীম শ্রেণী 


3 
8 
পরবর্তী প্রত্যেক পদ হইতে | ১ সাধারণ গুণকটি 
বাহির করিয়া লইয়া) 


1 
à 

[5 S অতি ক্ষুদ্র একটি রাশি বলিয়া পরবর্তী অংশ ча করিয়া] 

অনুরূপ পদ্ধতিতে, 


M -$ 
yirt 4 ate 

প্রদত্ত রাশিমালা-এ+ 4. 
ersten 19 


1. Evaluate the seventh root of 127 to five places of decimals. 

2. Extract the cube root of 1'03 to four places of decimals. 

B. Evaluate correct to three places of decimals, by the 
Binomial Theorem : 


274 
AT ১২২ | ar 98 ч 
0) VID. (i) \й%. (i) / 98 

Find to five places of decimals the values of : 

4 MS. 5. WVI36. 6. 5/998. 


If z be so small that its square and higher powers may be 
neglected, find the value of : 
J1-8z + V=)", 8 (1-2)? «0-55*. 
4+2 ° Y16-z 


7. 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, ANAS বা Sate সুচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৫১ 
412. fafa eus ANAS | 


উদ. 1. Write down the sum of 1+ 4 1,15, КА tto, 
ane রাশিমালা-] ++. (4)? + (195.4 tek d 
=1+3.0)+ 230) +1494 এব, 
-(1-$)8-৫)৯-1+$)8-1 2৭ Ма. 
উদ]. 2. Find the value of 1+ š +854 2845 Ba ty 
eva রাশিযাজা = 1+ 3.6) (25 +2350) emn & 
=н Eb + ay + 


-G-3y3-ay1-1« ঠ)8-98- 8-2 V5. 


উদ. 3. Prove that 
13 1 ‚1851 
= 1 : 
42 1 (1+ et rais 133108 * ” -) 


1.13 1 ,135,1 

int? 1d 12310 T 
+ 8.9. nmi: 

io + r 210: T 13.3 10° 

1 +344 ie 5) ee 

MIN 19 + 


8 EEn] +-(8)1-& 
অতএব, দক্ষিণ পক্ষ» (8 /2)= (2. 


উদ, 4. Prove that 
1 +2)% 9r .n(n-1) 2?z* ,... 
Lte) 1+714+0+ 13 (+Q 


12241527788) 
l-g 1+ 1+2 

w. 
1tz 1.2 


1+ 


5 
=1+ 4.2 m 


আক], 15৮57 
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উদ, 5. What is the coefficient of æ” in the expansion of 
1 + 42 +0“ 
TaT 


প্রদত্ত রাশিমাল! 
=(1+4ж°+х°)(1—)* 
| =(1+4х®+т*)(1+р,х+р„®® +++ + pre" ++), W কর ; 
অতএব, z^ এর AZT ৯?)৮4-427-5 + pra. 


কিন্ত, pr= "(rSn n, [ 3. 149, উদা. 3] 


бс সহগ 


P3091), + T»( 7 1) , 67510659658) 
1.2.8 1.2.8 1.2.8 
m + Gr? + 117 +6) + 4(r? - 7) + (7? ~ Gr? + 17 6) 
6 


67° + 187 
6 


€]. 6. Find the coefficient of a” in the expansion of 
24040? 
(1+a)* 
প্রদত্ত রাশিটি 
= (2+2 +20°)(1- e)? 
— (2-4 2702)(1 +p, + pa? +++ + pac" + +), WA কর ; 
q^ এর সহগ =p, + р-у + ря»-а. 


কিন্তু p - (- 17 ^ * и» ка [59.18] 


=r? + 3r, 


А Рб সহগ-(-1)2.%+ Nn +9) + (yenet 1) 

+ ( de UN 
ate n-1 (21773 “ n" be n- - n 
[i cym - ar, ana (1 (2D - Cay] 


- 2 (2n* + 4n + 4) =(—1)".(n* + 2n +2). 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা ভগ্নাঙ্ক 259-1408 fas উপপাদ্য ১৫৩ 


উদ]. 7. In the expansion of D in ascending powers 


of z, prove that the coefficient of z* is — 2, and find the coefficient 
of a". 
প্রদত্ত রাশিটি 
37-8 9778 -i( " J - =)" 
i 382—8 |1 9 


ipa ПО 


£ pe АЫ 
1(зв-8)(1+® +893 + 4.95 + 
rai T 
+r হা) Herne) 
অতএব, т? এর সহগ 
ifs T -gzti]. in све 


= =: e 9, dram arm 
6r-8(r-1). _2r+8_ 7+4, 
= gres P ‘ort? grt 


ot এর সহগ = -t= - = - i 
бе]. 8, It(1-2)" = potpis tpat? + pe + +, find the 
value of po +pi t poa t^ + pr. 
(l-A = po put past n tpt te Q е (D 
এবং (l-e) t= 11015 te tarts “e (2) 
po +P, +pa + + pem (1) এবং (2) এর দক্ষিণ-পক্ষত্থ শ্রেণী দুইটির 
গুণফলের л" সহগ 
-(1-a)"(1-2)'* এর a" এর সহগ 
=(1- z) (nt) 99 z* এর সহ্গ 4 
_ (nt nt Dln +r), 


і 
1.3.5-:(9”- 1), 
Bal. 9. 1t pr ааба prove that 
Panya + PaPant Papaa- #777 Dn-iPnos * рари T Ё. 
1,3,5,,,ar-1 
43:37 3. $$+1)+2--08+17-1 
1 


Pr™ ^77 1338-77 
= (= ay এ হো এর সহগ। 
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অতএব, ру, ра, Das ANAT (1 — z) E এর বিস্তৃতির z, a*, ০৯... 
e এর HEM | 


us ay? =Lt+ pet poe? +e: + pent?" + pangit t + তিন 


দুই পক্ষ বর্গ করিলে, দক্ষিণ পক্ষের ott এর সহগ 
(Penti F Pipon tPapon-ı + `° + Pn-1Pna + PrPnes) 
=বাম পক্ষের বর্গের o? এর সহগ, অর্থাৎ {(1 ৫) s 
=(1— g) এর santa এর qe 
=1. 
Ponzi T DiDan t DoDan-1 + °° 17177507049 а 
Bri. 10. If n be any positive integer, show that the integral 
part of (3+ ,/5)” in an odd number. 
মনে কর, (3+ Jo) — 14 f, (1 একটি পূর্ণ সংখ্যা এবং / একটি প্রকৃত 
ভগ্নাংশ ) 
I+f=(8+ 3/5)" 
= 3" & 0, 9*7*, ,5::"0,,9"77.5 
?0,9"-9(. 5) +++ © (1) 
এখন, ৪- /5 ধনাত্মক এবং 1 অপেক্ষা ক্ষুত্রতর ; 
(8— /5)" একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ ; ইহাকে / দ্বার! স্থচিত কর | 
তাহা হইলে, 
y=(8— „/5)" = 3" – "0, 8-2, /5* "C, 8555 
- "0, 8773.0 JB) +. а, 
(1) ও (9) যোগ করিলে, দক্ষিণ পক্ষের অমূলদ পদগুলির মান শুন্য 
হইয়া যায়, এবং 
T+ f +f =2{8" 70,8" *54-] 
= একটি ঘুগ্-সংখ্যা ; 
/+: অবশ্যই একটি পূর্ণ সংখ্যা হইবে ; কিন্তু / একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ ; 
f<1; আবার f ege ভগ্নাংশ বলিয়া, / «1; 
ftf <2; .'. f+f =1. 
অতএব, [= একটি যুগ্--সংখ্যা- 12 একটি অযুগা-সংখ্যা। 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা wate স্চক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৫৫ 
epsintet 20 | 


1. Write down the coefficient of z** in the expansion of 
(149499454১5 to infinity)". 


9. Find the coefficient of 2" in the expansion of 
(1 + 20 + 3w? + 429 +++ to infinity)” °. 


8. Find the coefficient of z?°* in the expansion of 
(1+ 80+ 622 + 1078 +- to in&nity)*. 


4. Find the coefficient #” in the expansion of 
(1+ 92+ 322 ++ to infinity)*. 


Б. (i) Find the coefficient of «*° in the expansion of ас 


[ G. U. 1937 ] 
= 2% 
(ii) Find the coefficient of z" in the expansion of ç i eA. 
4 [ C. U. 1909] 
6. Find the coefficient of a* in 159: [ C. U. 1919] 


7. (i) Caleulate the coefficient of z* in (1+@)7*. ГО. U. 1915] 
(ii) Find the coefficient of 2" in (tete? cj). 


[ C. U. 1913] 
(iii) Find the coefficient of z" in (11-72-2547), 
8. (i) Show that (1 +z + g? পা жесе 3 
=1+9% +30 + 405+ [ O. U. 1999] 


(ü) Prove that (1-227 827 aá4z*4)x( chc xx) 
21.94 2.80 + 3.40? + 4.600 +++), 


9. (i) [10724 3z" + 4g? + +--+, express z in terms of a series 


in ascending powers of y. 
(ii) If y=3a- бх? + 102* - 7, 


prove that z= anti Aly + (Aya P 


21,951,059 3 40 


+362" * 3.6.9 3* 


10. Find the value of 1* i 
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11. Find the ШОШО 
23 
12. Show that এ8-1+3 + B 
14, 1.4.7 1.4.7.10 2/2. 


1 EN 
18. Prove that 1+ G +5 39+ 6.19.18 * 619.1894" 


14. Show that (a) V3-1- 4 = DOLOS Te 


48 4812 
(0) J/8=1+ 4 $955 gone - 
Find the sum to infinity of the following series : 
15. 1494, eR TREE eem 
18514 risp tiig. [ Andhra, 1954 ] 
171 + 28. eet [ Annamalai, 1949 ] 
18. 1-а NEAL 
19. 1- 3423-357 us [ Gujrat, 1952 ] 
20. 94565735 Aer [ Allahabad, 1946 ] 
24, 148-24 gaS g ga IL 


16* 16.32 16.32.48 


^ 1-2, n(n-1)(1-2 
22. Show that (1+2)""= ПЕЕ isi 


чеиза} e [ C. U. 1914] 


23. Show that 
вае) en ICH) 


[6-5 - (45) "=a" Е у" -arfi t] 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা Sits সুচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৫৭ 


24, 


25. 


26. 


27. 


28. 


29, 


30. 


31. 


Show that 


(i) (а ( z) em 2 Je 


1+2 


1+ 92 1.9 711405 


(ii) (৫৮০৮-০০-12 নি ক z в iia iy +} 


Prove that 


Show that 


М/а=1+ 


Show that 


1+2 12 Uutz 


m nnl) 


ae [2 К 


E PAYS КҮШ” EIE 


(ase 


Show that 


n-3z , (n— D(n- 6x) _ (n— 1n Dn 92) 4... 


J: = + 


2w | 1/90 іза» ja 
122. + (=) Tasa): * 


1+8@ 


Prove that 


Prove that 
{++ 


(25 


(1+ 3x)? 9 (1+ 8a)* |8 


1.2.8 


2709 + 9) , In(Qn + Vm + 4) + 


5.10 5.10.15 d 


5 


+ 3n[3n +8) E. 8n(8n + 33n + 6) + 
5.10 5.10.15 


Find the coefficient of 2" in the expansion of 


1 _22)% 


( 
(a) (1 ET N" 


[d 
0) (1- 321 - 4x) 


) gain int т +o} 


=8°. 
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2952 
32. Show that the coeffieient of z" in theexpansion of 0-2 


is (n — 6)? — 1). 


2 
38. Find the coefficient of z" in 12 [ C. U. 1989 J 
34. Find the coefficient of z"^** in the expansion of 
rns 
(=o) 


35. Find the coefficient ої 219 in the expansion of 


(At+a+a7)*. 


36. Show that the coefficient of z" in the expansion of 


1.3.5....(2n — 1) 


(1-924+ 82242547৮07 is i :9". 


87. Show that the sum of the coefficient of the first (7+1) 
4 


terms in the expansion of (1 — z)“ is 
(у + Dlr + 9)(у + 8)( 4), 
1.9.8.4 
88. Find sum to infinity of the following series : 
16 , 1.6.11 
6.12 6.19.18 
11811761155 
() 1*9 +1:995+1.28 9) К 


(a) 14 + pe. 


39. Show that 


5 , 5.7 И Тг: Й Р 
a6*869*86910* ^ "3 0 9-9 


(5 5 Ei ^ be a oie peer; show that the integral part of 
5+3 ২ is an 0. number, А 


41. It( 10 3)?"** = T+ F, where Гіз the integral part and 
Е the fractional part, show that F(I+ F)=1, n being a positive 
integer. 


অসীম গুণোত্তর-শ্রেণী, খণাত্মক বা eats কুচক-বিশিষ্ট দ্বিপদ উপপাদ্য ১৫১ 


49. Find the coefficients of 2°" and z?"** in the expansion . 


4 s 
[389: (242) = et шш -2)*] 
(a? – 2) 
43. Prove that, if n be an even positive integer, 
1 1 dei d & PED: 
(1-1* isn (5]n-8 * += L” 
দি Lx { n(n — 1)(n - 2) 2 
Е £ দক্ষিণ পক্ষস্থ রাশিমালা nt? + Е + i 
44. Identifying as a binomial expansion, show that 
13,195, 1.8.5.7 
86 86.9 3.6.9.12 
45. Prove that the coefficient of 2" in the expansion of 


+++=0'4, nearly. [ Rajputana, 1950] 


ilL is 1, 0, or, — 1, according as n is of the form 3m, 3m — 1 
or, 9m + 1. [ Punjab, 1953 ] 


ier SANE 
সুচক-শ্রেণী 
( Exponential Series ) 
51. e হারাল? SAT cest | 
1x4 u + E үз = Le MI 
অসীম শ্রেণীটিকে e "a Бн করা হয়। 


52. e সসীম এবং 2 ও 3 == SAS Was | 
DAE. 


cir atat 
^ Ly dip voor ee 
ঠাসা? is* Wet yi l 
দক্ষিণ পক্ষস্থ সকল পদই ধনাত্মক বলিয়া, স্পষ্টই, ০ এর মান এ-অপেক্ষা 
বৃহত্তর | 
আবার, [3-23.21; ©. LS > 23.1, অর্থাৎ 2* ; 
1 1 
bo» 
1 a, cb 1 
এইরূপে, Ti d ° 
LT 
অত 
এব, e= ЫТЫ Үү МЫН 
1 1 1 2 


<1+1+2 +25+ 257 get 


T ud cd eee 
<1+(1+ а get | 


<I ii Y: বন্ধনীমধ্যস্থ অসীম গুণোত্তর-শ্রেদীর সমষ্টি লইয়া ) 


<3. 
অতএব, e সসীম এবং ইহার মান এ ও 9 এর ww | 


স্চক-শ্রেণী ১৬১ 


WG: উচ্চতর গণিতে ০ এর ব্যবহার এবং প্রয়োজন অত্যন্ত অধিক। 
অধ্যাপক এযাডামস্‌ ইহার মান 260 দশমিক স্থান পর্য্যন্ত নির্ণয় করিয়াছেন। 
সাধারণতঃ ইহার 7 দশমিক স্থান পর্য্যন্ত শুদ্ধ মানই যথেষ্ট ॥ ইহার 9 দশমিক 
স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ মান নীচে দেওয়া হইল £ 

০9718981898. 


53. е একটি SCRA সহখ্যা। 


যে সংখ্যাকে দুইটি পূর্ণ সংখ্যার অন্ুপাত-রূপে প্রকাশ করা যায়, তাহাকে 
প্রমেয় (commensurable) সংখ্যা এবং যাহাকে দুইটি পূর্ণ সংখ্যার অন্ুপাত- 
রূপে প্রকাশ করা যায় না, তাহাকে VAT (incommensurable) সংখ্যা 
বলে। 


যদি সম্ভব হয়, মনে কর, е অমেয় নয়, ইহা একটি প্রমেয় সংখ্যা এবং ইহা 
দুইটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা m এবং n এর অনুপাত A এর সমান। ০এর মান 
ধনাত্মক বলিয়া, এক্ষেত্রে m এবং n কে ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ধর! হইল। তাহা 


হইলে, 
m S ETUR 2527 
а ГЫТ +++ 
উভয় পক্ষকে |% দ্বারা গুণ করিলে, 


z [৯1177788544 LEANA 
т |n zi ur Mr tit Кы GS 
স্পষ্টই, বাম-পক্ষস্থ [n — 1 এবং সেইজন্য %1%-1 পূর্ণ সংখ্যা এবং দক্ষিণ-পক্ষস্থ 
প্রথম হইতে 1 পর্য্যন্ত সমস্ত পদই পূর্ণ সংখ্যা, এবং সেইজন্য উহাদের সমষিও 
একটি পূর্ণ সংখ্যা । অতএব, 


একটি পূর্ণ সংখ্যা =একটি পূর্ণ সংখ্যা এ ++ ডে 2) + (1) 


1 1 4 1 
এখন, Exi +6 E103 3) + =, স্পষ্টই ইহার প্রথম পদ atl 
অপেক্ষা! বৃহত্তর এবং 
1 1 1 
54 1 + (n4 1)° + (n 1)5 TU অসীম-শ্রেণীটি অপেক্ষা 751, 


XI—E. M, 11 
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1 1 1 
অর্থাৎ SI iT REA NS wal 


1 1 1 
ay ক @+ ki we 
zb 
n+l anl 
1 т 
i ntl 
1 
অতএব, (1) এর দক্ষিণ-পক্ষস্থ X resi cea, EO po 


1 এর অন্তর্বর্তী, এবং সেইজন্য একটি প্রকৃত ভগ্নাংশ, কারণ, ডল এবং 5 
pem প্রকৃত ভগ্নাংশ | তাহা হইলে, (1) হইতে দেখা গেল, 
একটি পূর্ণ metr] = একটি পূৰ্ণ সংখ্যা + একটি ergo ভগ্নাংশ ; 
কিন্তু ইহা অসম্ভব ; অতএব, ৫ অমেয় নয় প্রমেয়, এই কল্পনা ভূল | 
e একটি অমেয় সংখ্যা | 
54. সূভক-ভপপাচ্ছ ও সূভক-শ্্ৰেণী। 
(1) x এর সকল মানের জন্য 


৬৮44 +++ বি vy NU 


(9) a > 0 হইলে, x এর সকল মানের জন্য 
ах=1 Е (loge a) (loge a)? + (loge a)? 
++ ŽE (loge a) ++ 
লক্ষ্য করিতে হইবে উভয় শ্রেণীই অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত। 


(1) এবং (2) কে জুচক-উপপাদ্ (Exponential Theorem) এবং 
(1) এবং (2) এর দক্ষিণ-পক্ষস্থ অভিসারী অসীম-শ্রেণীদ্যকে সূচক-শ্রেণী 
(Exponential Series) বলা £X! 0° এবং а” কে সুচক-অপেক্ষক 
(Exponential function) বলে | 


দ্রষ্টব্য $ Saria দুইটির প্রমাণ পাঠ্যতালিকা-বহির্ভূত। 


সুচক-শ্রেণী ১৬৩ 


অনুসিদ্ধান্ত। ot এর বিস্তৃতিতে, z এর স্থলে যথাক্রমে -%, 1, এবং 
—1 বসাইলে, 


ot 2 ` - rt 
১18 12. By +051) Irt 
TEN NEAN 
(Ld ip eod aeo up 
IN le 
টিন 2 8 (53) Ir 
বিস্তৃতিগুলি পাওয়া যায়। 


" 1 
5'5, cp == অর্থ 


অসীম-শ্রেণীর সমষ্টি-নির্ণয়ের সময়ে ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ॥-সংবলিত (-?)! 


প্রতীকটি অনেক সময় আসিয়া পড়ে। ফ্যাক্টরিয়ালের সংজ্ঞা-মতে ইহা অর্থহীন 
হইলেও, আমর] ү 


= n(n – 1(n- 9)--:(n — r+ 1). 
উইল 


PE =0; 30! =1; 


56. সূভক-উপপাচ্ছচ-সন্দন্দীহ fafaa eria 
ASİAN | 


Ф]. 1. Find the value of 1 (c+ 1) and 5 1( - 3; 


? 4 
আমর] জানি, e= 14247 0 T 


3» wu 
TATAE pa 
1-154 
উভয় পক্ষে 2-1 বসাইলে, +৫৮1+1+18+ t +? ve (1) 


১৬৪ বীজগণিত 
(1) এবং (2) যোগ করিলে, 


1 pig uy 
এ atte em) 
1 1 q : 
" 3 zr at ates өе, 
আবার, (1) হইতে (2) বিয়োগ করিলে বিয়োগফলকে এ দ্বারা ভাগ করিলে, 
T I S br a 
3 1) 1+ Bt টি 
А 1 
উদ]. 2. Find the value of Be correct to four places of 
decimals. [0. U. 1936 ] 
of এর বিস্তৃতিতে == -  বদাইলে, 
T t 1 1 1 1 


- T i3 ^i 
Se ^ “1-5 tana 553 Беа 555 


= ine МИН ЫМА үзү SE 
1101029 108 Ioa 1055 * 
= 1-9 + 04008 , бооз _ ‘00004 


m 


5 3 15 
-1-'9402-'0018 + 00006 — 0000090 + -+= 
= 1020066 - "201335 

—'818731 

= "8187. 


©]. 3. Show that 
A 4149114243, 1494844, e. 
ави gg 3 
[ C. U. 1949, 45] 
প্রদত্ত শ্রেণীটির m তম পদ 
„1*@+8+ +» Mel) 1 
nti 9n*1 7251 


স্থচক-শ্রেণী ১৬৫ 
ইহাতে, = 1, 2,... TSA, 


প্রথম পদ সনু দ্বিতীয় পদ নু 
তৃতীয় গাও চতুর্থ পদ = b ইত্যাদি। 
бй সমষ্টি = (1+ 1+ рае" JJ- z, 
Bw. 4. Prove that 
(0 Ч Е" m [ C. U. 1936] 
6) 3+ ie -i. [ б. U. 1987] 


2n _(8n-1)+1 
(i) শ্রেণীটির nex পদ = লব Wind 


ultri. he d EA 
= [m-1 * 5-1 ano T [Э»-1 


ঠা n 71, 2,... বসাইয়া, 


+ n TM 
প্রথম A= দ্বিতীয় পদ= + 
se 
তৃতীয় পদ চতুর্থ পদ 6*5 ইত্যাদি। 
7:02 
бсб সমষ্টি = нтр вратен: 


111,98:1,6t1,T1*1,., 
বিকল্প পদ্ধতি : eme t=" + UM 
1 1 Lb ad 
mitt iu T ba Y: ҮЕ 
u ú [8 H 


A. n Qn (9в+1)—<1 98 F1 1; 
(0 শ্রেণীটির ॥-তম পদ = 5 +1" ont] “ntl Hel 


э x ap Lael 
íàn [9п+1 


১৬৬ বীজগণিত 
ইহাতে, n=1, 2, 3,... ইত্যাদি বসাইয়া, 


গা রা 
প্রথম পদ-[2-18' ат 
n ж] 
তৃতীয় পদ 6 iz 
HE NOE £5 30 9 1 M SEES 
fcf aa =— 5 BiR [5 * 16 mt 
টির রাত Жк RP S ау. 
=1 1+18 ТЫТ 5+6 7+ 
কন 


বিকল্প পদ্ধতি £ প্রদত্ত শ্রেণীট -2-1,5-1,771,9-1 


B 5 т 19 +... 


112 Q T a ee 2 
pisi B's uu 
874052212৮2 DNE 
=] 1+ 1а i3 * (4 i5 +16 7+ 
তর 
жаа 

৪ 


Bal. 5. Sum the series 


d n f DE to infinity. 
মনে কর, CE ET LAB ॥-তম পদ in এবং উহার প্রথম হইতে 
£-সংখ্যক পদের সমষ্টি Sn. 
uoc 8,=4+11+92+37+-- +i 
আবার, S, = 411-294 +1: ttn 
বিয়োগ করিয়া, 0-4 7-- 11415 + -- + (tn-tn-1) — tn 
—A (011154 (n — 1)-93 পদ পর্যন্ত |— tn ; 
ty 7 1 (8-7 11 10- m8 পদ ADB ) 


=1+  {9.5-+ (n-1)4} 


-1-4a9n*-95* n4 1. 


স্ুচক-শ্রেণী 


১৬৭ 
с. প্ৰদত্ত শ্রেণীটির 1-তম পদ 


9n? n 1, 2n(n- 1) * 9n 1 
[n m 
29n(n-1 ,3n, 1. 2 3 23 
a tle ia aa ai үп 
s. ইহাতে ॥= 1, 9,... ইত্যাদি বসাইয়া, 


প্রথম t= [= + 6+ 1 о+з+ г 
দ্বিতীয় পদ = টি Vu a 
তৃতীয় পদ "বাটি 
চতুর্থ পদ "ita ইত্যাদি 1 
উন্লম্বভাবে (vertically) যোগ করিয়া, 
вай =9(1+ 1 ee) trn a +++ ) 


= дев + Зе +(e- 1) = 6e - 1. 
উদ. б. Sum to infinity the series 


TER: Lt+ata? ltetorta® | 


i3 Ж i3 + n ++. 
Bann 
শ্ৰেণীটির %-তম pL 162 T UT _. 


11-7 52203, 
প্রথম পদ od, TET তা চারশ 


১৬৮ বীজগণিত 


টির +3 ১+. 4J- (+ +t) 


t s 


Sri. 7. Expand e°“ in ascending powers of z, 


qm qe Msn aha x a "ye 
Tar [an Oo + =z ধরিয়া) 
{++ ++ ) 
পৃ (ane t ee, "bebe tme jJ 
Hs TES ) + | 
"o1 an atat + Saat + + ৪ Apt + ++ J 


উদ]. 8. Find the coefficient of z" in the expansion of 
(a+ bz + cx) 


প্রদত্ত না 


2,2 
- (aire) rne" Dr 


এই গুণফলের ৮”-সংবলিত পদ 


ат" , bnt ENET 22 

rel 

4 LUE", bn’ * ow. 
ie. ESI 3 


স্চক-শ্রেণী ১৬৯ 


Show that 


2 (+++ 1. 
"odit а Тег 1 
з. (toto а শাল 
fı "m [ris tst | =1 
2 4,4 2 93,8 5,5 2 
4 4197 жг am am Ж 
T: ৮৮৮15 
2 4 2 ( 3 5 2 
aaa ae 5) 
d d ue 
QU EN MT ard 
УНЕ ИТ নি 
DEDE T 
titate 
7, 24 6 =o. [С. U. 1934] 
ТА bide 
B 
К! (loger)? , (0৫62)? , ,., 
8. z-l*log.z- 12 + [3 + 
9. B ERE. 
1+9,1+9+3,1+9+3+4, 3 
10. 1479 + gt o ++ =. (0. U. 1935] 
CU ceder cL He 
11. 1111 ig tis + 3e 
Los I LUE 
12 * tigt +i5* 9e. 


1+2 1+2+2$1+9+2++9+1... з: 
13. 1+ 18 + 3 а 14 $ E 
( €. 0. 1929] 


১৭০ বীজগণিত 


1+3 1+8+3° 1+8+3°+3° 
2 [3 [= 


14. 1+ ed? – 1). 


[ Madras, 1953 ] 


f = at 
15. 14 ite,ltata? zitata +a e 


e 
[2 E [4 sb 


16. lt 


17. — É 


1503 25:85 32.42 
id чн 
iy PERA 45 
1 +i ME Mr 


et CCT етта tr td 


18. eee Ore) [ Andhra, 1953 ] 


19. 


E 
i 
e 
^ 


[0. U. 1939] 


_ 


. Express in terms of e: 


«o (1+ 5+ + : + £= +) Eo. v. 1922, 38] 


о (2+5 - d- "Juste jJ 
ia' 


(c) (32-92) + + EL (3° 29) ++ 


22. Show that the sum to infinity of the series whose 


5 
(у + 1)th term is (r e is 150. 


Sum to infinity the following series : 


1.2, 9.8, 8.4... ° 
28. T + T ES 13 + [ Gauhati, 1948 ] 


সুচক-শ্রেণী ১৭১ 


24, 134-— 


25. pA +. [ Mysore, 1952 ] 


1.198. 1845. 0, 
uit A + iS * 
99. Stee tte 


26. 


зв, 144,25,86, 47, 6.8 4... 


10 +01 1а +18 U 
29. Find the coefficient of z* in the expansion of (6° – 1)". 


65% EU e 
30. Expand gs dna series of ascending powers of z. ' 


31. Find the coefficient of æ” in 
ztl,(rt1?,(*10D*,.. 
TASTE Bened 


32. Find the coefficient of æ” in the expansion of — F: 


33. Find the coefficient of 2" in the expansion of 


2 
(a) (1+a+a%)e*. ГО. U. 1915] (b) etit e. 


4a? — 12% +9 
(9 VS 
84. Show that the coefficient of z" in 
2 219 218 
14152 4 te’) 4 (ite гу! এ 
ТҮ TET: 


where n is a positive integer, is 


А š : 
on 0, according as n is 


L2 


even or odd. 
85. (a) Expand (i) i (৬ + ৮] and (ii) ale - ee) in 
ascending powers of z, assuming that е=1+2+ iat i3 pe 


when 2 is imaginary. 


১৭২ বীজগণিত 


o go. 
But О ТЕР 


show that a? + b* cc? — 8abc 1. 


36. Expand in ascending powers of z : 
i aed 10102858118 
(i) (1 রি] A (ii) Í: aie ) 
(iii) быт 


2 42 
97. Sum the series : 142 24 - 4 rud +° 
Шш e 
[ Bombay, 1948 ] 
"a M No TAS -1 
38. Prove that: [18187 ete *. 
39. (a) Expand e^ in ascending powers of z up to т 
fo. U. 1938 ] 
(b) Prove that the coefficient of z" in the expansion of 
1 রান 
Pall oo] রসনা এ 
hu: i [2 13 
Hence prove that 1 +% + cM +++ = 15е, 
Ë ШР 13 


40. Apply the exponential and the binomial theorems to 
show that 


n" —n(n— 1)" 4 এ (n- 9)" +... =[n.  [ Poona, 1952 ] 


[eye thin ашым 


£%-তম ঘাতের z" এর সহগ = 1, এখন (৫*- 1)" কে ছিপদ উপপাগ্য-সাহায্যে 
সম্প্রলারিত করিয়া, বিস্তৃতি হইতে г” এর 767 নির্ণয় করিয়া, পূর্বের z" এর 
সহগ 1 এর সহিত সমীত করিতে হইবে | ] 


ন্ট Sasa 
লগারিদ্ম্‌-শ্রেণী 


( Logarithmic Series ) 


61. লগাল্রিদ্ছস্--শ্েণী। 
_1 < z < হইলে, 


"ИМЕ МЕ c PR НК 
log @+ау=т- +5 TT СЕ (1) 


log, (1 +а) এর বিস্তৃতি-জ্ঞাপক দক্ষিণ-পক্স্থ শ্রেণীটিকে লগা রিদ্ম্‌-শ্রেণী 
(Logarithmic Series) বলে | ইহা একটি অপীম-শ্রেণী ;% এর-1 << 1 
মানসমূহের জন্যই কেবলমাত্র এই অসীম-শ্রেণীটি loge (1+%) এর সমান হয়, 
অন্থাথা নহে; অর্থাৎ কেবলমাত্র z এর, Q সকল মানের জন্যই (1) এর দক্ষিণ 
পক্ষস্থ অনীম-শ্রেণীটি অভিসারী হয় এবং তখন উহার সমষ্টি হ্য় loge (1 +2), 


দ্রষ্টব্য ? লগারিদ্ম্-শরেণী নির্ণর-পদ্ধতি পাঠ্যতালিকা-বহির্ভূত। 
অনুসিদ্ধান্ত 1. 0) —1 < z < 1 হইলে, (1) এর উভয় পক্ষ সমান 
বলিয়া, (1) এর উভয় পক্ষে ৮= 1 লিখিয়া, 
loge 2-1-2+8-3+7+03 47 


(ü) 2 এর —1 < < < মানসমূহের জন্য (1) এর উভয় পক্ষ সমান। 
£ এর স্থলে -£ লিখিলে, স্পষ্টই z এর সীমা পরিব্তিত হুইয়া -1 < z < 4 
হইবে । অতএব, 
-] € z < 1 হইলে, 
x? x? এ x" 


loge (1 — x) = X a е পা 4 = 


অনুসিদ্ধান্ত 2. আমরা জানি, logs o(1+ т) =loge(1 +2).log10¢ 


Лой. (1 + 2) 56 S 
loge 10 [ `. loge 10 x log106= 1] 


১৭৪ বীজগণিত 


log:o (1--x) = и loge (1 +z), е5 ধরিয়া, 


x? 3 4 
SEA, logiolt - x) =u (-=- = E - ভু ---)- 


দ্রষ্টব্য £ г নিধান-বিশিষ্ট লগারিদ্মূকে, লগারিদ্মের ates! নেপিয়ার 
(ঘ০)-এর নামানুসারে নেপিরীয় (Napierian) লগারিদ্‌ম্‌ বলা হয়। এই 
লগারিদ্মূ-গুলিকে প্রাকৃতিক (natural) লগারিদ্মও বলে | সাধারণ লগারিদূমে, 
10 নিধানরূপে ব্যবহৃত হয়। 


দ্বিতীয় অন্সিদ্ধান্ত হইতে দেখা যায়, নেপিরীয় (Napierian) লগা রিদ্ম্কে 
সাধারণ (Common) লগারিদ্মে পরিবন্তিত করিতে হইলে, নেপিরীয় 
লগারিদ্মকে / অর্থাৎ, T দ্বারা গুণ করিতে হয়। গুণক ॥ কে, এই 


কারণে, সাধারণ "৮4 মডিউল্যাস্‌ (modulus) বলা হয়। এই 


মডিউল্যাসের মান নু ভা বা 48429448. 
62. feti ecatesta ents | 
—1 < z < 1 হইলে, log, +) а 064 ৭. 
-1 < x < 1 হইলে, 106,(1-а)= -p-ti - (9) 
«« loge Hx = log, (1 + z) -loge(1-— z) 
(eem e) - (3) 
[ C. U. 1911] 


-1«z«1 হইলে, (1) fiw হয়, আর, -1<% < 1 হইলে, 
(9) সিদ্ধ হয়। অতএব, -1«z«1 হইলে, অর্থাৎ | 2 | <1 হইলে, 
(3) সিদ্ধ হইবে 1 


লগারিদ্ম্শ্রেণী ১৭৫ 
(i) যদি a= 1 হয়, তাহা হইলে, z < 1 হইলে, n > 1 হইবে ; অতএব, 
(1) এবং (2) এ zl লিখিয়া, 


l1|.1..1 Ба 
n > 1 হইলে, ов, (1+ 1 ) 6 


বা, loge (n+1)- loge n= i = Hath- ee (4) 


ং uL ra ED cm 
pe. (1 s] n 2n* 3n? 


বা, loge n - loge (n - D= 4 pt gat (5) 


(উভয় পক্ষের চিহ্ন পরিবর্তন করিয়! ) 


(4) এবং (5) যোগ করিয়া, % > 1 হইলে, 
1 
n +++ e (6) 
[ C. U. 1946 ] 


loge (п + 1) ~ log; (n - 1)22 (1+ 


(4), (5) এবং (6) এর দক্ষিণ-পক্ষস্থ অদীম-শ্রেণীগুলি, % এর n > 1 মান- 
সমুহের জন্যই কেবলমাত্র অভিপারী হইবে এবং তখন স্ব স্ব দক্ষিণ-পক্ষস্থ রাশি 
উহাদের সমষ্টি হইবে। 


দেখা যাইতেছে, কোন সংখ্যার লগারিদ্‌ম্‌ “দেওয়া থাকিলে, (4) অথবা 
(5) এর সাহায্যে এ সংখ্যা অপেক্ষা 1-বড় সংখ্যার লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায় 
আর (6) এর সাহায্যে, ও সংখ্য! অপেক্ষা এ-বড় সংখ্যার লগারদ্ম্‌ নির্ণয় করা 
যায়। এখন, (4), (5) এবং (6) এর দক্ষিণ-পক্ষস্থ ক্রম-ক্ষীয়মাণ অভিসারী অসীম- 
শ্রেণীগুলি অতি মন্থরভাবে ক্ষীয়মাণ বলিয়া, উহাদের সাহায্যে কোন সংখ্যার 
লগারিদ্মের কোন নিদ্দিষ্ট দশমিক স্থান পর্যন্ত শুদ্ধ আসন্ন মান নির্ণয় করিতে 
হইলে, এ সকল শ্রেণীর অনেকগুলি পদের প্রয়োজন হয়, এবং সেইজন্য 
লগারিদ্‌ম্‌-নির্ণয়ে ইহাদের ব্যবহার একটু অন্থবিধাজনক। পরবর্তী পৃষ্ঠার 
(7) এর অসীম-শ্রেণীটি জ্ুত-ক্ষীয়মাণ বলিয়া লগারিদ্মূ-নির্ণয়ে ইহার ব্যবহার 
(4), (6) বা (6) অপেক্ষা অধিকতর স্থবিধাজনক | 


১৭৬ বীজগণিত 
Gü) (8)-9 ₹ এর সীমা হইতেছে -1 < <1, অর্থাৎ e< 11; 
1 1 
(3)-9 z এর স্থলে n+l বদাইলে, 2777 এরও সীমা হইবে 


e 

—— + 
laa এ] বা] 2n+1[>1, 
বা, 241. >1 এবং 9n+1 < -1, 
বা, n > 0 এবং п < — 1. 


, n > 0 বা < -1 হইলে, 


অতএব, 


1 

1+— 

Qn+1)_ 1 1 ৭ ~} 

«E 1 E у +1)* : 
Qn+1 

বা, loge (n-- 1) -loge n 


"itm t met) @ 
অনুসিদ্ধান্ত। স্পষ্টই, (7) হইতে, 
logio (n+1)-log,o n 
= ulloge (n + 1) — loge n] 


1 1 1 
[2+ 1+ 1+1) +601415“ JJ: 
আবার (4) হইতে, 


1945০ (n+ 1) - log; o n 
S" CE улы 
"n 


"n Wm 8»? 
4 [0. U. 1924] 


(iii) ()-এ z এর সীমা হইতেছে | z | < 1; 
(3-9 52 = mt чат বসাইলে, "* এরও সীমা হইবে 


[m-1 এ 1, বা, (= s). <1, 
[m+n] 


লগারিদ্মূ-শ্রেণী ১৭৭ 


ৰ 2 — 
a, (2) -1< о এ 0, 
বা, ভিডি > 0, বা, mn > 0, 


অর্থাৎ, m এবং п উভয়ই ধনাত্মক অথব! উভয়ই ANAF হইবে | 

Itr m _77/7% 
অতএব, (gq 7 l, e= 9 বসাইয়া, ma > 0 হইলে, 
অর্থাৎ m এবং ॥ উভয়ই ধনাত্মক অথবা উভয়ই ANAF হইলে, 


1g, 2-2224 লি =н)? (тв)? =} - (8 


m+n m+n 


- 1 = 1 1 1 ... 
ri. 1. Show that 1065 2 2 758+5:45+567+ 


[ C. U. 1910] 


8 4 5 
c x c 
T ue d © 


- < z < 1 হইলে, log, (+a)=z-% + উর = 
উভয় পক্ষে৮_1 বসাইয়া, 
loge 2=1-#+4-1+1-1+--. 
-Q-2«0-2«0-0* 


d cd. EDS en | 
Tasha BS. (a) 


আবার, log 2-1-3*3-1*$-1*$--7 
-21-(6-9-ü-2-(G6-2--- 
oti es 
"1:28 45:635: © (2) 
(1) এবং (9) হইতে, যোগ করিয়া, 


nutes ht E y^ n id š Ка: পা 


2 an NM as 
বাঁ, 2105,2717195* 845 561" 
1 I5. ul. E. 


1 
loge 2- 2 7123* $45 56.1 


XI.—E.M. 12 


১৭৮ বীজগণিত 
উদ]. 2. To find the values of 
(i) loge 2, [ C. U. 1911 ] 
(ii) loge 10, 
(iii) logo 2. 
(i) অঙ্গচ্ছেদ 6'2 (6) এর উভয় পক্ষে п = 8 বসাইয়া, 


TE «NT 
loge 4— loge 2= a(t + D a c 23 


কিন্তু, loge 4-10৫5 2= loge $ loge 2. 


29(i, 1 1 
log, 9=2(5 pe gt ) 


G 
a 
৩৩1৯৩ 
[| 


"66666667 


m 


= 


Ele oH ale cen cel 
<j : 
+ X| 
со 
al 


= *02469136 


eo 


‘os as = 00164609 


e| s 
5৩1৯০ ৩৩ 


= 00013064 


= `00001129 


© 


E a 
Geno ০2৮০ 


FU = '00000103 


9 1 А 
1331?" 139х311 = '00000009 

2 £ Š а 
15.315 159х318. 7 00000001 
> Wg 805৪ ='69314718 


অনুচ্ছেদ 679. (ii) (6) এর উভয় পক্ষে n= 9 বসাইয়া, 


1 
loge 10- loge 8=2(2 +в» # edt page) 


লগারিদ্ম্‌-শ্রেণী ১৭৯ 
এখন, loge 8= log, (2°) = 8 x loge 2= 8 x 693147180 


= 9079441540. 

এবং 5 = 922999299 
se tas = 000914495 
Bee" J's gs 000000774 
ge la дз = 000000060 


-. log, 10- 9°079441540= "223143551 
অতএব, loge 10— 923095850912 2'3025851 ( BTA) | 
M 29 _ '69: 
Gi) logia 27,5 - 3803585001 
—'693147180 x 494994419 = "3010300. 

GAS উপরের ()-এ loge 2 এর কয়েক দশমিক স্থান পর্য্যন্ত আসন্ন মান 
নির্ণয় কর! হইয়াছে; এই মানের সাহায্যে (7) এর উভয় পার্শ্বে ॥=2 বসাইয়া, 
log, 8 এর মান নির্ণয় কর! যায়। আবার, loge 4=log, 2° = 2 loge 2 
বলিয়া, log, 9 হইতেই log, 4 এর মান নির্ণয় কর! যায়। আবার, (7) হইতে, 
loge 4 এর সাহায্যে log, 5, loge 5 এর সাহায্যে log, 6, ইত্যাদি নির্ণয় কর! 
যায়। এইরূপে সমস্ত সংখ্যার ৫নিধান-যুক্ত লগারিদ্‌ম্‌ নির্ণয় কর! xm 
আবার, এই সকল লগারিদ্মের প্রত্যেককে u, অর্থাৎ 1/10% 10 দ্বার! গুণ 
করিয়! সংখ্যাসমূহের 10 নিধান-বিশিষ্ট লগারিদ্ম্‌ নির্ণয় করা যায়। 


©]. 3. Show that the coefficient of z" in the expansion of 


. পা eos T. 
= 698147180 X 5:55 585091 


loge (1 z--z*) in ascending powers of т is or — 2, according 
as n is not or is a multiple of 8. 
2, ¿š 
loge (1. + x + z°) = loge = =loge (1- æ?) -loge (1-2) ; 


এখন, E log, (1 _ z3)= — 2° -$z - ja? — --- 
এবং, log, (122) = - в-к? -ła — ... 


১৮০ বীজগণিত 


"Лозе (L4+a+@*) =loge (1— 2?) – loge (1-2) 
=(et ta? +405 + ++) (s? + 40° dz) 


স্পষ্টই, n, 3 এর কোন গুণিতক না হইলে, д" এর সহগ = 1; 


আর, n, 3 এর গুণিতক হইলে, z" এর সহগ= 7 - 5 
8 
mS ce AR 
n "n n 
2 8 4 
উদ, 4. fyse j^ dr d +++, show that 
2 E] 4 
acutis tl tn [C. U. 1931] 
з F. 24 
у= 4*7 7log (1+); 
1tz-2e£; 
2 8 4 
Bae $ iss г Ше a y 
w=e"-1 rath tiw tia: ) 1 
йз кү 
vitii 


উদ. 5. If a and f are the roots of the equation aw? + bz +c 
=0, show that 


loge (a — bz + ск") = log, a + (a + B)z — (= +8) m 


з 8 
+ (EEF lor 
а এবং В, az? bz ce = 0 এর বীজ বলিয়া, 
b, ak 
а+В=— ©, এবং ай= 2 
এখন, a - bz toz" =a(1- P e 2০] ° 
a a 


=а{1+(а + Bz + aBz?] = dl + az)(1 + Bz). 


লগারিদ্ম্‌শ্রেণী ১৮১ 
loge (a — bz + ez?) 
=loge a + loge (1+ az) + loge (1 + Bz) 


EP 98৪ \ 
log, a + [az 2 + 3 


+ {on - Oe pn.) 
=loge a + (a + Ae — (е š к) a? + (৮) ES 


Gel. 6. Show that 
loge (z + 2h) = 2 loge (z +h) 


a (a eRe 
০85 BIG +n)" 9 +h 


gi vue } 
a+ 3 Terk e 


h? 
দক্ষিণ পক্ষ = loge (z + h)? — loge z + loge {1 E aan 
(z +h)? ৮৮, 
И Et 


(৬৯ h)? সরু 2) = log, (z + 2h). 


erster 22 
Prove that 


+з + = loge 2. 
=loge 3 — loge 2. 


Ре 8 
Na + = loga a — loge z. 


+ 
৩৩1৮ 


a 
& 2i d 
" WI টড নৰক) 
лар) EA. . 1914, 45] 
n апі + gai со 


1 
5. loge (1+2*) = mofi gt m kg cs 1- 


বীজগণিত 


১৮২ 
$ 1 
6. -a(z +t G5 + Jon 3- 2 loge 2. 
জি рт i(- a) m 
т. (8 ЗР. 897 73) t=O 
Ш ag) 18714 1 man)" 1 mn Я! 
8. lod jode араа (2 5 \m+n T 
ams 107). Le EA 
০১৮০০, сус. ml * 5 i ~ ) 
[ G, U. 1982] 
19,341 AL и. = 1-100 2 [ C. U. 1913, '40] 
1299745. 267 s Mg: 4 
g= 1, g*-1 1 
11. si alee yt ient "1042, [ Madras, 1954 ] 
Ly ped. pd RL К uk 
un tog (1+ 1) 71 lamti) 23(n4 1# ^ 34(n-4 1) 
13. (а) 2 loge x — logo (x +1) - log (2 — 1) 
1 1 2 
gg [ Agra, 1941 ] 
"Me he EMEA 
(0) TIT AB ды ast. 1০৫৪০ [ Andhra, 1950 ] 
4 x 1 1) 102 2e 
mu ret alts সি 
1 
+ 5 (gs + get gs) t = tote J8: 
15. Expand loga (1 ++ 2105) in powers of z, and find the 
coefficient of z*" and z*"**, [ 0. U. 1947] 
16. If loge ася be expanded in a series of ascending 


powers of z, show that the coefficient of z" is : or 1 according 


as n is even or odd. 


লগারিদমূ-শ্রেণী ১৮৩ 


17. [110৫5 iz That be expanded ina series of ascending 


powers of a, show that the coefficient of x” is 3, о; = 1, 


according as n is ог is not a multiple of 4. 


2 
18. Expand log. катт. 


19. (a) Expand loge (1+@+@°*+°® +++) in ascending powers 


010 and show that the coefficient of 2” is L 


(b) Expand loge (1+32+ 62° +101° ++) in ascending 
powers of т, when | æ | < 1, and show that the coefficient of 


g” is 8. 
717 
20. Expand log, {z*+(a+b)e+ab}-2 loge 2 in a series in . 
descending powers of z. [ C. U. 1912] 
Sum to infinity the following series : 
КР? da sas 
21. S ^is gat a] [ C. U. 1953] 
29. 4w? +400 + 5০9 + y mie (DB < 1) 
ll Tu 2-1 А 
23. (1 + g ‘78+ baee) [ Annamalai, 1949 ] 
- 1 xi D 
24. Ito tg বত t ГС. U. 1948] 
TL Д. >£ r 1 
M. l+ 5 et Set a get | [ C. U. 1949] 
ые: eS ua 
Tm" TE TSR. р r 
97. 5৩5 4+8254-45+ 0121 <1) [0. U. 1944] 
চি I Re Te 
28. 1*193* 345 661^ 
воят 9 05 
29. 123*3545' 563" [ C. U. 1958 ] 


১৮৪ বীজগণিত 


Find the value of the DONNE 5 
30. (143)1og, 3 S- 9 og, 8) o" sf 3)8 +-- 
31. Ifa and £ be s roots of 2° — pz + q = 0, show that 


— loge (1 — pz + qz?) = (a + B) + 3(a? + p°)z? + Ma? + 89)g? + ++. 
+ 1 (an +87)" + ө 


92. Іа, B be the roots of the equation az? + bz + c= 0, prove 
that 


log, (aw? + ba +) =log,a + logs т = 4 (a+ A) 
$ du 
= she Gt +8%)- gla Gg) - 


88. (a) Ity- e —- "E Tap , show that 


2*3 
g=1- e" 
gri Rat ahr aue [ C. U. 1950 ] 
(b Ify=1- -o+ PE 
and z=- y-¥ - V - , 
show that z 7 log, ; 1 [.C. U. 1951] 


94. Ifz?y-9r-—y and т < 1, show that 


8 5 9 5 
pre ar +" - 25+ +74 z 


সপ্তম Siesta 
লেখ 
( Graphs ) 


Т1. x" এল হল (n শে-কোন SUSIE AT ALAN ) I 
(Graphs of x" for any positive integral value of n) 


n পূর্ণ সংখ্যা বলিয়া যুগ্ম বা eam হইবে, qar এবং fra প্রকার-ভেদে 
т” এর লেখএর আকুতিও বিভিন্ন হইবে। নিয়ে এ muc আলোচনা করা 
হইল : 

A. nate 1, 3, 5, 7,..., (2m 4 1),... 2265 জিস্মুগ্লা-সহখ্যা- 
সমুহের c=-c==t= একটি সূচিত esce x" এল cera 

মনে কর, у=”. 

(i) n=1 হইলে, у=т হইবে এবং এক্ষেত্রে z এর লেখ অঙ্কিত করিতে 
হইবে | 

кч কতিপয় মান এবং সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে y এর এইরূপ অনুরূপ 
মানসমূহ লইয়া নিয়ের তালিকাটি প্রস্তুত কর! হইল £ 
*[-з]о[1| 
| LE 

тч মানকে ys ও y এর অনুরূপ মানকে কোটিরূপে ধরিয়া Вест 
ছক-কাগজের উপর ক্ষুদ্র বরগক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ WF অর্থাৎ, 
s" কে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া স্থাপন কর! হইল। বিন্দুগুলিকে একটি হস্তাস্কিত 


সম্ভত রেখা দ্বার! যুক্ত করিলে নির্ণের লেখ পাওয়া যাইবে। লেখটি প্রথম এবং 
তৃতীয় পাদে অবস্থিত একটি সরলরেখা (চিত্র 1 2337 )। 


-2 
ыг! 


বীজগণিত 


3 হইলে, %-%5 হইবে এবং এক্ষেত্রে aj এর লেখ অঙ্কিত 


করিতে হইবে | 


১৮৬ 


(ii) n 


1 


ба 


করণটিকে সিদ্ধ করে y এর এইরূপ অনুরূপ 


মী 


এর কতিপয় মান এবং я 


x 
মানসমূহ 


হইল 


|-4 |%|-%| 1'|-1|16|-з%| 


প্রস্তুত কর] 


লইয়া নিম্নের তালিকাটি 


লেখ ১৮৭ 


т এর মানকে GF ও y এর অনুরূপ মানকে কোটিরূপে ধরিয়! বিন্দুগুলিকে 
ছক-কাগজের উপর, ক্ষুদ্র বর্ক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ Once অর্থাৎ 
"b" কে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া স্থাপন করা! হইল। বিন্দুগুলিকে একটি aaRS 
সন্তত রেখা দ্বারা যুক্ত করিলে facta লেখ পাওয়া যাইবে (চিত্র 1 88997) | 


লেখ সম্বন্ধে ля: লেখটি 
(1) একটি wwe রেখা, (2) মূলবিন্দুগামী এবং প্রথম ও তৃতীর পাদে 


গ্রতিসমরূপে অবস্থিত এবং লেখটিকে (3) %-অক্ষ মূলবিন্দুতে স্পর্শ করিয়াছে। 
(i) ॥=5 হইলে, ॥=%5 হইবে এবং এক্ষেত্রে z^ এর লেখ অঙ্কিত 
করিতে হইবে | 
% এর কতিপয় মান এবং সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে y এর এইরূপ অনুরূপ 
মানসমূহ লইয়া নিম্নের তালিকাটি প্রস্তুত করা হইল ঃ = 


পা 41516 СЕЗНЕ НЕЕ ЕЕЕ 


y|ofo1|="01 |'or |-:от) 9181 |-1 | 16 |-re| 25 |-25) 97 


৮ এর মানকে ভুজ ও y এর অনুরূপ মানকে কোটিরূপে ধরিয়া বিন্দুগুলিকে 
ছক-কাগজের উপর ক্ষুদ্র ব্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে একক ধরিয়া 
স্থাপন করা হইল। বিন্ুগুলিকে একটি Rais AVS রেখা দ্বারা! যুক্ত করিলে 
নির্ণের লেখ পাওয়া যাইবে (fa 9 9890) 

লেখ-সদ্বন্ধে লক্ষণীয় CAAD z এর লেখএর WIS, 

(1) একটি avs রেখা, (9) মূলবিন্দুগামী এবং প্রথম ও তৃতীয় পাদে 
Белл অবস্থিত এবং লেখটিকে (3) п-т মূলবিন্দুতে স্পর্শ করিয়াছে। 

এইরূপে z এর fax সুচকবিশিষ্ট অপেক্ষকের লেখ APRS করিয়া লেখগুলি 
পৰ্য্যবেক্ষণ করিলে দেখা যায় š 

(1) লেখগুলির প্রত্যেকটিই মূলবিন্দু এবং (-1, —1) ও (1,1) ferit; 

(2) লেখগুলি প্রথম ও তৃতীয় পাদে প্রতিসম ; 

(3) z অক্ষ 1 ভিন্ন অপর সকল бї স্থচক-বিশিষ্ট অপেক্ষকগুলির লেখ-এর 
মূলবিন্দুতে miie I 


১৮৮ বীজগণিত 


(4) n মান যতই বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে, 
-1 < а < 1 সীমার মধ্যে লেখটি ততই &-অক্ষের নিকটবর্তী হইবে, 


চিত্র 2 

এবং এই সীমার বাহিরে, অর্থাৎ ৮ < -1 বা z > হইলে, লেখটি ততই 
z= +1 রেখাদ্বয়ের নিকটবর্তী হইবে | 

B. п 112, 4,6,..2m,... 2265 SARATE 
cain একটি সূচিত SITA, x" এল cen | 

(i) n=2 হইলে, y = c? হইবে এবং এক্ষেত্রে с? এর লেখ অস্কিত করিতে 
হইবে। 

হ এর কতিপয় মান এবং সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে у এর এইরূপ অনুরূপ 
মানসমূহ লইয়া নিয়ের তালিকাটি প্রস্তুত কর! হইল £ 


লেখ ১৮৯ 


2 | | +1 | кг | жїч| +16| +2 


| ve | 2 6 | 4 
| & | 1 | is | | 26 | 
z এর মানকে ভুজ ও y এর অনুরূপ মানকে কোটিরপে ধরিয়া বিন্দুগুলিকে 


ছক-কাগজের উপর, ক্ষুদ্র বরগক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে অর্থাৎ 


| +4 | +6 
VELA 


0 
[о 


баз 


১৯০ বীজগণিত 


"5" কে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া স্থাপন করা হইল। এইরূপ অঙ্কিত বিন্দুসমৃহকে 
একটি VES AWS রেখা দ্বার] যুক্ত করিলে নির্ণেয লেখ পাওয়া যাইবে 
(চিত্ৰ ও দ্রষ্টব্য ) | 

লক্ষণীয় : লেখটি (1) মূলবিন্দুগামী, (2) প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে -"'করেখার 
প্রতিসমরূপে অবস্থিত এবং লেখটিকে (3) ৫-অক্ষ মূলবিন্দুতে স্পর্শ করি াছে। 

(i) ॥= 4 হইলে, у= %* হইবে এবং এক্ষেত্রে ৮ এর লেখ অঙ্কিত করিতে 
হইবে। 

«ot কতিপয় মান এবং সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে y এর এইরূপ অনুরূপ 
মানসমূহ লইয়া নিম্নের তালিকাটি প্রস্তুত কর! হইল £ 


т | o | +4 | ৯6] 91571 trajera 


.| o| œ| |+ [i| গুহ | se 


z এর মানকে ভুজ ও y এর অনুরূপ মানকে কোটিরূপে ধরিয়া বিন্দুগুলিকে 
ছক-কাগজের উপর ক্ষুদ্র ব্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ Once দৈর্ঘ্যের 
একক ধরিয়া স্থাপন করা হইল। এইরূপে অঙ্কিত বিন্দুসমূহকে একটি হস্তাস্কিত 
সন্তত রেখা দ্বার! যুক্ত করিলে Piety লেখ পাওয়া যাইবে (চিত্র 8 দ্রষ্টব্য )। 

লক্ষণীয় : লেখটি (1) মূলবিন্দুগামী, (9) প্রথম ও দ্বিতীয় পাদ у অক্ষ- 
রেখার প্রতিসমরূপে অবস্থিত এবং লেখটিকে (3) sar মূলবিন্দুতে স্পর্শ 
করিয়াছে। 

এইরূপে যুগ্ম স্চক-বিশিষ্ট অপেক্ষকের লেখ Cafes করিয়া লেখগুলি 
পৰ্য্যবেক্ষণ করিলে দেখা যায় 2 

(1) লেখগুলির প্রত্যেকটিই মূলবিন্দু এবং (-1, 1) ও (1,1) বিন্দুগামী ; 

(1) লেখগুলি уя বরাবর প্রতিসমরূপে প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত ; 

(8) *-অক্ষ যুগ্ম সুচক-বিশিষ্ট সকল অপেক্ষকের লেখএর মূলবিন্দুতে স্পর্শক ; 

(4) n এর মান যতই বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে, 

-1<% < 1 সীমার মধ্যে লেখটি ততই z অক্ষের এবং z = + 1 AITAN- 
wat নিকটবর্তী হইবে, এবং এই সীমার বাহিরে, অর্থাৎ < -1 বা০১৯] 
হইলে, লেখটি ততই m= +1 রেখাদ্বয়ের নিকটবর্তী হইবে। 


লেখ ১৯১ 
Gü) y= | x | এর লেখ 
| z | দ্বারা 2 এর মানসমূহের পরম মান স্থচিত EX I 
z এবং অনুরূপ у এর মান লইয়া নিম্নের তালিকাটি প্রস্তুত করা হইল : 


2[5|-5|s| -s|1| 71191517515 175 


‚| 5 | s [s| s |1] 1 |০ |: | [| ও 


% এর মানকে SF ও y এর অনুরূপ মানকে কোটি ধরিয়া বিন্দুগুলিকে 
ছক-কাগজের উপর ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের একক 
ধরিয়া স্থাপন করা হইল । বিন্দুগুলিকে একটি Cees AWS রেখা দ্বারা যুক্ত 
করিলে নির্ণেয় লেখ পাওয়া যাইবে (চিত্র 3 দ্রষ্টব্য ) I 

লক্ষণীয় : লেখটি 

(1) একটি সন্তত রেখা, (2) মূলবিন্দু এবং (-1, 1) ও (1,1) feriti, 
(8) ॥-অক্ষ বরাবর প্রতিসমরূপে প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত। 

7'2. e 932 loge x এক্স Ce! | 

(i) জুচক-অপেক্ষক ех এর লেখ। 

মনে কর, у=”. 

ava কতিপয় মান সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে, মুদ্রিত তালিকা-সাহাষ্যে, 


y এর এইরূপ অনুরূপ মানসমূহ নির্ণয় করিয়া নিয়ের তালিকাটি প্রস্তুত করা 
হইল ঃ 


a| o| s |—5|%в =s |xo] -ro| 15| -r5|rs|-rs | -20 


y {a | 165 | 61 | 29 | as 121 свт jeas| -22 со | 17 | 4 


লক্ষ্য করিতে হইবে x এর ধনাত্মক অথবা ANAT কোন মানের জন্যই 
у ATA AT I a 

ছক-কাগজের ক্ষুদ্রতর বর্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের 
একক ধরিয়া বিন্দুগুলি ছক-কাগজের উপর স্থাপন করা হইল । হস্তাঙ্কিত সন্তত 
রেখা দ্বারা উক্ত বিন্দুগুলি যুক্ত করিয়া নির্ণেয় লেখ পাওয়া গেল (চিত্র 4 দ্রষ্টব্য )। 


১৯২ বীজগণিত 


লক্ষণীয় : 

(1) লেখটি সম্পূর্ণরূপে প্রথম ও দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত, তৃতীয় ও চতুর্থ পাদে 
ইহার কোন অংশ নাই; 

(о) লেখটি উভয় দিকে অসীম পধ্যস্ত বিস্তৃত একটি nus রেখা; 


FS 
mu 
H 
H 
: 
HH HHHH 


চিত্ৰ 4 


লেখ ১৯৩ 


(3) লেখটির দ্বিতীয় পাদের অংশটি ৮-অক্ষকে অসীম পথ ধরিয়া ক্রমশঃ 
বামদিকে-অসীমাভিমুখী হইয়াছে | 

(ü) লগারিদ্মিক অপেক্ষক log, x এর লেখ 2 

মনে কর, y= loge v. I 

z এর কতিপয় মান এবং সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে, লগ-তালিকার সাহায্যে 
ca এইরূপ অনুরূপ মানসমূহ নির্ণয় করিয়া fc তালিকাটি প্রস্তুত করা 


в | ‘08 ED 25 1 xs 2:95 | 2°75 | 9% | 4 


y | -25| -2| -«|-1| 0 | ч | el | 1 | $5 | Ta 


т এর 0 অথবা কোন খণাত্মক মান হইতে পারে না। 


[ লক্ষ্য করিতে হইবে, log, ‘08 = loge im =loge 8 — 2 log, 10 
—90794 — 2 x 2/3026 
(লগ-তালিকার সাহায্যে ) = – 9:5. ] 

ছক-কাগজের ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের 
একক ধরিয়া বিন্দুগুলি ছক-কাগজের উপর স্থাপন কর! হইল। হস্তাস্কিত AWS 
রেখা দ্বারা উক্ত বিন্দুগুলি যুক্ত করিয়! নির্ণেয় লেখ পাওয়া গেল। (চিত্র 
4 Wa)! 

লক্ষণীয় 

(1) লেখটি সম্পূর্ণরূপে প্রথম ও চতুর্থ পাদে অবস্থিত, দ্বিতীয় ও তৃতীয় 
পাদে ইহার কোন অংশ নাই; 

(2) লেখটি উভয় দিকে অসীম পর্য্যন্ত বিস্তৃত একটি AES রেখা; 

(3) লেখটির চতুর্থ পাদের অংশটি /-অক্ষকে অসীম পথ ধরিয়] ক্রমশঃ 
নিয়দিকে অসীমাভিমুখী হইয়াছে। 

দ্রষ্টব্য? একই মূলবিন্দু এবং অক্ষ ধরিয়া чча করিলে লেখ দুইটি 

у= = সরলরেখা বরাবর প্রতিসম হইবে | 

প্রশ্ন। লগ-তালিকার সাহায্যে y-10* এবং, y-logoz সমীকরণ 
দুইটিকে fiw করে এইরূপ মূলবিন্দু সন্নিহিত স্থানাস্কসমূহ নির্ণয় করিয়া উহাদের 
লেখ অঙ্কিত কর। দেখাও যে, লেখ দুইটি y = রেখায় গ্রতিসম। 
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ত্রিকোণমিতি 


epe Sana 
ত্রৰৈকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান 


( Trigonometrical Equations and General Values ) 


1-1. দশম শ্রেণীতে দেখিয়াছ, নির্দিষ্ট মানযুক্ত কোন ত্রৈকোণমিতিক 
অন্ুপাত-বিশিষ্ট অসংখ্য কোণ থাকিতে পারে 1 যেমন, sin EN হইলে, 
sine ধনাত্মক বলিয়া 9 কোণটি প্রথম অথবা দ্বিতীয় পাদের হইবে। এখন, 
আমর] জানি sin 45° = 3 অতএব, 03 FAST ধনাত্মক মান 45°, আর 


উহার দ্বিতীয় পাদের মান হইল, (180°- 45°) «| 135°. আবার, কোন 
কোণের সহিত 360° এর ধনাত্মক অথবা ANAT যে-কোন গুণিতক যোগ 
করিলেও ত্রেকোণমিতিক অনুপাত একই থাকে বলিয়া, 

45°, 185°, 405°, 49৮০... — 815°, – 998°,... 


ইত্যাদি অসংখ্য কোণসমূহের প্রত্যেকটিরই sino হইবে — এইরূপ cos oed 


হইলে от মান 60°, 300°, 420°, 660°,..., — 300°, —60°,... গ্রভৃতি 
অসংখ্য কোণসমূহের যে-কোনটিই হইতে পারে; tan 0= »/9 হইলে, 0 র মান 
60°, 240°, 420°, 600°,..., — 300°, — 190৯... প্ৰভৃতি অসংখ্য কোণসমূহের 
যে-কোনটিই হইতে পারে। 


চত্রকোণমিতিক সমীকরণ সমাধানে এবং অন্থান্য ক্ষেত্রেও এইরূপ যে সকল 
অসংখ্য কোণের কোন ত্রৈকোণমিতিক অন্গুপাত একই মানবিশিষ্ট তাহাদের 
নির্ণয়ের প্রয়োজন হয় বলিয়া এ সকল অসংখ্য কোণ-প্রকাশক সংক্ষিপ্ত সাধারণ 
সুত্র উদ্ভাবিত হইয়াছে । পরবর্তী কতিপয় অমুচ্ছেদে উদ্ভাবন-প্রণালী-সমেত 
বিভিন্ন ক্ষেত্রামুরূপ সাধারণ ЭКЕЛЕ প্রদত্ত হইল I 


২ ত্ৰিকোণমিতি 


12. >> cacsicifafes syisa cese 
সম্মুহেল eise ARP | 
(i) যে-কোন কোণ оч এক বাহুস্থিত কোন বিন্দু হইতে অপর বাহুর 
ay 
чете’ 


উপর az অঙ্কন করিলে, আমরা জানি sin 0 = 


sin 0=0 হইলে s - 0. 
এখন, "ICH শুন্য হইতে হইলে, কোণটির বাহুদ্বয়কে একই সরলরেখায় 
অবস্থিত হইতে হইবে ; অতএব, তখন 9 র মান হইবে 
0, л, 22, 3л...., —л,`—9л, – Эл,... 
স্পষ্টই, এই অসংখ্য কোণগুলিকে % এর মান শুন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক 
অথবা ANAP পুর্ণ AAT লইলে, na দ্বারা প্রকাশ কর! যায়। অতএব, 
sin 0= 0 হইলে, 67 nz. ; 
SET, n শূহ্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা AATF পূর্ণ সংখ্যা। 
(ii) যেকোন কোণ 9 q এক বাহুস্থিত কোন বিন্দু হইতে অপর বাহুর 
উপর ay অস্কন করিলে, আমরা জানি cos o= oe ; 
afoga 
cos 0= 0 হইলে, ভূমি = 0. 
এখন ভূমির মান শূন্য হইতে হইলে কোণের বাহুদ্বয়কে পরস্পর BY হইতে 


হইবে; অতএব, তখন 0 র মান হইবে 
л Зл, ӧл $n л 8л 5л у? 


a". m aly 27 
স্পষ্টই, এই অসংখ্য কোণগুলিকে x এর মান শৃন্ত অথবা যে-কোন 
ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূরণ সংখ্যা লইলে (дл + 1) 2 দ্বারা প্রকাশ করা যায়। 


অতএব, cos 0=0 হইলে, @=(2n+1) oe 
чай, m শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা | 


sin ð $272 
LETT 0 হইলে, sin 0=0; 
Ө= пл. 


PEA, % D অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা ANTE পূর্ণ সংখ্যা | 


(iii) {@апб= 


ত্রকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ә 


986৮0 হইলে, cos 0=0; 
6 7 (2741) T 
PRA, n YI AI যে-কোন ধনাত্মক অথবা! খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা । 
(у) | ৪09 | < 1 এবং | 9০39 | <1; 
^. [cosec 0 | > 1 এবং | seco [ > 1; 
cosec 0 ₹4 0, এবং sec 0 Z 0. 
13. একই sine (হা cosecant ) 62 অসংখ্য 
ক্ষোণ-শ্রকাশক оја | 
a একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অথবা ANAT সংখ্যা, এবং ৫ — 1, যে অপীম- 
সংখ্যক কোণের প্রত্যেকটির sino a র সমান, সেই সকল কোণ-প্রকাশক KA 
নির্ণয় করিতে হইবে । যে সকল কোণের sine a র সমান, মনে কর, তাহাদের 
মধ্যে RECT ধনাত্মক কোণটি а, এবং 0 যেন সেই অজ্ঞাত কোণসমূহের 
সাধারণ নাম। তাহা হইলে, i 
sin 0=sin a, বা, sin 0—sin a= 0, 
O+a 0-а i 


(iv) cot 0= 


q 2 cos g Sin 9 0; 
cos а, tee aa (1) 
অথবা, sin 229-0, 5. а) 
(1) হইতে, = = (д + 005 , 
SEA, m শৃষ্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা, 
বা, 9. +(д»+]1)л-а ~- © (3) 
(2) হইতে, са = тл, 
SRA, m শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথব! খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা, 
বা, 0— 9ma +a ED pi (4) 
(3) এবং (4) একত্র করিয়া, 
0=na+(-1)"a. ws ^n (5) 


কেননা, п SIN সংখ্যা 2m + 1 হইলে, 
8 = (2m + 1)a  ( 1)? "*4 = (9, + 1)=— а, 


৪ ত্ৰিকোণমিতি 


এবং % যুগ্ম সংখ্যা Im হইলে, 

0 =2тл + (— 1)57:৫ = 27754 a. 
এস্থলে, n শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ AAT 1 
আবার, совес 0 = созес а হইলে, sin O=sin а; 

এক্ষেত্রেও 0 = na + ( — 1)"a. 

অতএব, যে সকল কোণের sine 5441 cosecant a q sine অথবা! 
০০5০০ এর সমান, তাহাদিগকে %কে শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা 
ANAF পূর্ণ সংখ্যা ধরিয়া, 

nx+(—1)"@ 
রাশিটি হইতে পাওয়া যায়। 

GRA £ যে অসীম-সংখ্যক কোণের প্রত্যেকটির sine অথবা cosecant 
at সমান তাহাদিগের ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ a ABH সুত্র গঠন না করিয়া 
উহাদিগের যে-কোন একটিকেই লইয়া wa গঠন করিলেও সেই ss হইতে 
AKRE কোণসমূহই পাওয়া যাইবে | 

‚ 14. GS cosine (SIS) secant AS Sees 
ক্ষোণ-শ্রক্কাশক্ক FS | 

a একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অথবা ANAF সংখ্যা, এবং এ <1. যে অসীম- 
সংখ্যক কোণের প্রত্যেকটির cosine a q সমান, মনে কর, তাহাদের মধ্যে 
ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণটি а, এবং Ө যেন সেই অজ্ঞাত কোণসমূহের সাধারণ 
নাম। তাহা হইলে, 


сов 0 = cos a, 41, cos-a — cos 0 = 0, 


0H š - 
বা 2sin —— sin лө, 


2 2 
. O+ 
sin 2 £=0, de ০15), 
অথবা, sin s= s=. “ ২3518. 


(1) হইতে ° gm GRA п শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা 
খণাতুক পূর্ণ সংখ্যা, 
বা, 0 —-2na — a, ors e (3) 


ত্রিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান є 


` 


(9) হইতে, ৪ 2 = n, এস্থলেও n শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা 
ঝণাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যা, 
বা, 9 _ 9754 .. (4) 
(3) এবং (4) একত্র করিয়া, 
0 = 2пл + а, THA л |9 অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা 
ধণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 1 
আবার, вес Ө=вес a হইলে, cos 0=cos a ; 
`. এক্ষেত্রেও 0 — 2n t a. 
অতএব, যে সকল কোণের cosine অথবা secant а Я cosine 441 
secant এর সমান, তাহাদিগকে, % কে শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা 
ANAF পূর্ণ সংখ্যা ধরিয়া, 
, 21023 ৫ 
রাশি হইতে পাওয়া যায়। 
TIe যে অসীম-সংখ্যক কোণের প্রত্যেকটির cosine অথবা secant 
a, তাহাদিগের ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক কোণ a কে ABT а গঠন না করিয়! 
তাহাদিগের যে-কোন একটিকেই লইয়া wa গঠন করিলেও CUP ww হইতে 
পূর্বান্থরূপ কোণসমূহই পাওয়া যাইবে | 
1:5. একই tangent ( &elztl cotangent)-fexes(e অসহ্য 
ক্ষোল-প্রকাশক FS | 
a একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অথবা খণাত্মক সংখ্যা। যে অসীম-সংখ্যক 
কোণের প্রত্যেকটির tangent a র সমান, মনে কর, তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতম 
ধনাত্মক কোণটি о, এবং 0 যেন সেই অজ্ঞাত কোণসমূহের সাধারণ নাম। 
তাহা হইলে, 
tan 0=tan a, 41, tan 0 — tan a = 0, 
sin0 sina 
বা, ০০৪9. = =0, 
বা віп 0 cos a — cos 0 sin ৪0 
ч cos 0 сова (i 


বা, sin (0-а) =0, 


cos 0 соза 


৬ ` ত্ৰিকোণমিতি 


বা, sin (0-а) =0 х cos 0 cos a=0, 
কারণ, cos অথবা cos a র কোনটিই GAT নহে; 
`. O-a=nn, 01 n "y অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথব] ANAF 
পূর্ণ সংখ্যা, 
9 =пл+а, 
আবার, cot 0= cot a হইলে, tan 0=tana; 
এক্ষেত্রেও 0 = nz + a, 
অতএব, যে সকল কোণের tangent অথবা cotangent aT tangent, 
অথবা cotangent এর সমান, তাহাদিগকে, n কে শুন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক 
অথব। খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা ধরিয়া, 
nata 


রাশিটি হইতে পাওয়া যায়। 
16. “Sethe সূত্ৰসমূহ Actas ভক্যান্মিভিক পদ্ধতি | 


() একই sine ( বা совесапі)- (19, অসংখ্য কোণ-প্রকাশক 
ча: 

a একটি নিদিষ্ট ধনাত্মক অথবা খণাত্মক সংখ্যা, এবং a«1. যে অশীম- 
সংখ্যক কোণের প্রত্যেকটির sine a র সমান, তাহাদিগকে অঙ্কন করিতে হইবে 
এবং সেই সকল কোণ-নির্ণায়ক va গঠন করিতে হইবে। 


ХОХ, YOY’ দুইটি পরস্পর 
qT সরলরেখ! 0 বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে । Ост কেন্দ্র করিয়া 
এবং একক ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত 
অঙ্কিত কর। এখন, а ধনাত্মক 
হইলে, OY হইতে এবং ач 
হইলে, OY’ হইতে ат সাংখ্য- 
মানের সমান করিয়া ON অংশ 
কাটিয়া লও এবং বিন্দু দিয়া 
РМ || Xox' আক। PNQ 
সরলরেখা Tees p ও Q বিন্দুতে 
ছেদ করিল। Peg হইতে XOX' এর উপর যথাক্রমে Pars QM' = টান। 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ৭ 


এখন) MP-0N-a; 
` sin ДРОМ- МР 9 =а. 
বে সকল কোণের sinea q সমান, / POM তাহাদের একটি। 
Z POM কে a দ্বার] সুচিত কর। 


আবার, M'Q- ON-a; 
ein 20970 2 =a, 


যে সকল কোণের sine a র সমান, Z QOXS তাহাদের একটি | 
এখন, POMS 907 ভ্রিতৃজদ্বয় "10x «fera, 

LOOM = / POM, অর্থাৎ, а; 

ZQOX=2-a. 
তাহা হইলে, যে সকল কোণের sine а তাহাদের দুইটি হইল a এবং n-a. 


N বিন্দুর অবস্থানটি স্থনিদ্দিষ্ট এবং এই বিন্দুর সাহায্যে а ও a-a কোণ 
দুইটি অঙ্কন করা হইয়াছে; অতএব, OX হইতে আরম্ভ করিয়া qf] সরল- 
রেখাটির একবার ঘুরিয়! পুনরায় OX অবস্থানে আসার মধ্যে, অর্থাৎ, 0 হইতে 
9л এর মধ্যে a 8 л- а ভিন্ন অন্য কোন কোণ নাই যাহাদের sine a র সমান | 


এখন 9л বা 9л এর কোন গুণিতক কোন কোণের সহিত যোগ বা উহা 
হইতে বিয়োগ করিলেও লব্ধ কোণ বা কোণসমূহের ত্রৈকোাণমিতিক অনুপাত 
একই থাকে; অতএব, যে সকল কোণের sine a র সমান, তাহারা হইতেছে 
Әрл+а এবং Әрл+л-а, অর্থাৎ, (др+1)л-а, GWA рэ? অথবা 
যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মুক পূর্ণ সংখ্য।। এই দুইটি wq একত্র করিয়া 
এর শুন্য অথবা ধনাত্মক অথবা ধণাত্মক যে-কোন পুর্ণ-সংখ্যক মানের জন্য 


nz (= 1)" 
স্থত্র হইতে যে সকল কোণের sine a র সমান তাহাদিগকে পাওয়া যাইবে | 
(ii) একই cosine ( 4] secant )- А609 অসংখ্য কোণ-প্রকাশক 


а একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অথবা ANAF সংখ্যা, এবং & <1. a ধনাত্মক 
হইলে, OX হইতে এবং WTA হইলে, OX হইতে এর সাংখ্যমানের সমান 


৮ ত্ৰিকোণমিতি 


করিয়া OM অংশ কাটিরা লও এবং м বিন্দু হইতে РМО L XOX’ আক; 
PMQ সরলরেখা TOTE P ও ৫ বিন্দুতে ছেদ করিল। 
এখন, cos ZPOM 


Г. AFF কোণের cosine a 3 
সমান / РОМ তাহাদের একটি। 
Z POM কে a দ্বার] সুচিত FF | 
আবার, 434 কোণ QOM এর 


С. যে সকল কোণের cosine 
a3 সমান, প্রবৃদ্ধ কোণ COME 
তাহাদের একটি | 

এখন РОМ ও QOM ZIR IKAT বলিয়া, / QOM= / POM a. 

প্রবৃদ্ধ / QOM -9n- a. 

তাহা হইলে, যে সকল কোণের cosine a তাহাদের ছুইটি হইল a এবং 
2л-а. 0 এবং Әл এর মধ্যে মাত্র এই দুইটি কোণেরই cosine a FARIA | 
ইহাদের সহিত 9% বা ол এর কোন গুণিতক যোগ বা উহা হইতে বিয়োগ 
করিয়া যে সকল কোণের cosine а র সমান, তাহার! হইতেছে 


Эрл a এবং 22%+ 9л- a, অর্থাৎ, 9(p+ 1)z — a, SEA p I অথবা 
যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা। এই দুইটি ww একত্র করিয়া 
пча শূন্য অথবা ধনাত্মক অথবা ANAF যে-কোন পূর্ণ-সংখ্যক মানের ag 

?nz £a 


RA হইতে যে সকল কোণের cosine а র সমান তাহাদিগকে পাওয়া যায়। 
(iii) একই tangent (বা! cotangent)-বিশিষ্ অসংখ্য কোণ- 
প্রকাশক সূত্র £ 
в একটি নির্দিষ্ট ধনাত্মক অথবা খণাত্মক সংখ্যা । যে অশীম-সংখ্যক কোণের 


প্রত্যেকটির tangent a র সমান, তাহাদিগকে wes করিতে হইবে এবং সেই 
সকল কোণ-নির্ণায়ক xa গঠন করিতে হইবে | 


ব্রকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান > 


хох, YOY’ দুইটি পরস্পর «m সরলরেখা О বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে I 
OX হইতে এককের সমান করিয়া OM কাটিয়া লও, এবং a ধনাত্মক হইলে, 


Y 


প্রথম বা তৃতীয় পাদে (আর, খণাত্মক হইলে, দ্বিতীয় বা চতুর্থ পাদে ) a র সমান 
করিয়া MP L XOX’ 8191 OP যোগ কর। 
এখন) tan Z POM = i =a, 
যে সকল কোণের tangent a র সমান, Z РОМ তাহাদের একটি | 
L POM কে а দ্বার] 2S কর। 
আবার, DO কে P' পর্য্যন্ত এরপভাবে বদ্ধিত কর, যেন po = 07 হয়, 
এবং 7 হইতে XOX’ এর উপর 711 aa টান। POM এবং P'OM' 
faga সর্ববসম বলিয়া, 
M'P'-PM- -MP--a, 
এবং OM'-MO--0M--1; 
"s 


, M e EI 
$134 / P'OM এর tangent QM ৮71০7 


যে সকল কোণের tangent a X সমান, AWS কোণ POMS 
তাহাদের একটি। 
এখন, РОМ ও P'OM' faga সর্বঘম বলিয়া, 
LZ P'OM' = Z POM =a. 
ays কোণ Р'ОМ=л+а. 


1’ 


de ত্রিকোণমিতি 


তাহা হইলে, যে সকল কোণের tangent, a তাহাদের দুইটি হইল a এবং 
ata, 0 এবং 2% এর মধ্যে মাত্র এই দুইটি কোণেরই tangent а র সমান | 
ইহাদের সহিত 2% বা! 9л এর কোন গুণিতক যোগ বা উহা হইতে বিয়োগ করিয়া 
যে সকল কোণের tangent a q সমান, তাহারা হইতেছে 9рл+а, এবং 
ps taa, অৰ্থাৎ, (др+1)л+а, IZT p শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক 
অথবা ধণাত্মক পূণ সংখ্যা। এই দুইটি vm একত্ৰ করিয়া % এর শূন্য অথবা 
ধনাত্মক অথবা AAF যে-কোন পূর্ণ-সংখ্যক মানের জন্য ; 

7716 

RH হইতে -AFA কোণের tangent a র সমান তাহাদিগকে atten যায়। 


17, নিশেষ сасе ба অন্মসাতেল CSA | 


(i) sin @=1=sin о; 


0 এবং 9% এর মধ্যে 2 হইতেছে একমাত্র কোণ যাহার sin = 1, 
ү, ER л, 
0= Inet 2 (4n+1) 2 


"UT, n — 0, অথবা, যে-কোন ধনাত্মক অথবা ATIF পূৰ্ণ সংখ্যা। 


(ii) sin 6 = -1=sin m, 
А 8л _ x, 
0 = 2nz + 9 (4п-+3) 5 


এস্থলে = 0, অথবা, যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা। 
(iii) cos 0 = 1=сов 0° ; 
0 = 202, 
AUT, п=0 অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা ধণাত্মক পূৰ্ণ эЛ | 
(iv) cos 0= -1=cos я; 
Ө = Inn + л —(2n--1)z. 
UI, п=0 অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা | 
WG: পূর্বপ্রাপ্ত ত্রিকোণমিতিক অন্থপাতসমূহের সূত্র প্রয়োগ করিয়াও 


উপরের সিদ্ধান্তগুলিতে উপনীত হওয়া যায়; কিন্তু এক্ষেত্রে ফলগুলি অধিকতর 
жа | 


ত্রৈকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১১ 
18. উদ্লাহ্ল্রশস্মালা।। 


Wq]. 1. Write down the general value of 0, when 


(i) sin 0 = a (ii) cos 0= - 8, (iii) tan 0= V8. 


(i) যে সকল কোণের sine = Bj তাহাদের মধ্যে ধনাত্মক RECA 2. 


$ fioc oa 
GLA, п শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 1 
Gi) যে সকল কোণের cosine = - 8, তাহাদের মধ্যে ধনাত্মক 


এস্থলে, п শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা! খণাত্মক ATARA 
(0) যে সকল কোণের tangent= /3, তাহাদের মধ্যে ধনাত্মক 


ক্ুদ্রতমটি 7, 
3 
б=пл+ E * 
এস্থলে, n শূন্য অথবা যে-কোন ধনাত্মক অথবা WHAT পূর্ণ সংখ্যা 1 
80|. 2. Find the general value of 0 which satisfies both the 


ғ 


equations вес 0 = — 9 and cot 0 = 58 
seo 0 খণাত্মক বলিয়া, Ө অবশ্যই দ্বিতীয় অথবা তৃতীয় পাদের একটি 


কোণ। এখন, sec =; 


9 অবস্তই л- ই, অথবা, as 31 অৰ্থাৎ, rx অথবা, 4 হইবে। 
(1) 
আবার ০০০ ধনাত্মক বলিয়া, 0 অবশ্যই প্রথম পাদ অথবা তৃতীয় পাদের 


ae 
একটি কোণ। এখন, et 3 ৮087 


১২ 


ত্ৰিকোণমিতি 


по 6 অবশ্যই 3 অথবা, a + ন’ অর্থাৎ, qr অথবা, 4 হইবে 1---(9) 
(1) এবং a হইতে, 03 সাধারণ মান গ্রহণ করিয়া, 
4л 


SET 


03 সাধারণ মান = 2na + = 9(3n+ 28. 


এস্থলে, উল He foe HE SOR TED. 


উদ্দা, 3. Prove that the following equations are identical 
having the solutions as 6=na+a: 


sin?0 = sin*a, cos?0 = cosa, tan?0 = апа and hence 
solve 3 sin?0 + 5 cos*0 = 4, 

87180 — sin?a, ০০] 81020 5 1 — sin?a. 
অর্থাৎ, ০0820 = cosa, 59080 = вес?а. 

0020 = баца, 

2 cos*0 = 2 cosa. 
cos 20 = cos Qa, 
Ө=пл+ a. 


1-tan*0- 1- бапа, 
এখন, cos?0 = сов?а, 
1+ cos 20 = 1 + соз да, 
29 = Inn + Qa, 
3 sin?20+ 5 00920 = 4, 
বা, 3(1- сов?0) + 5 60920 = 4, 
বা, 2cos*9=1, 1, cos*0- $, 


ior 


x 
6=nx+ Ж 


Bri. 4. Solve the equation cot z— tan m=9. 


[ C. U. 1984, '87 ] 


cot z-—tan 2-9, বা, со sin 2.9, 
sing cosg 
cos*r — sin*z = 9 sin z cos т 
sin 2r л 
E CET =1=tan 2; 
বা, ET 1, 41, tan 92 =1 = tan 4 


বা, ‚ বা, cos 9z= in 9л, 


2a=nat t বা, z= v + 8 Ut: 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১৩ 


Bal. 5. Solve 9 sin?z + sin? 9৮9, [ C. U. 1940] 
2 81020 + sin*22 — 9, 
বা, 9sin?z + (2 sin æ eos z)? —9, 
বা, 2sin?r-4 sin?z cos*r - 9, 
41, 81050 +92 sin*z cos*a#=1, 
বা, 9 51040 cos?z = 1 — 81020 = 00940, 
বা, cos"r- 2'sin?*r cos?z — 0, বা, cos?a(1-— 2 sin?z) =0, 
q], cos*a.cos 2220; 


сов г= 0, অর্থাৎ, 2= (n1) 5° 
অথবা, сов 2%=0, অর্থাৎ, 92 = (0+1): ~- 2-(৪৮+1) 4" 


উদ]. 6. Solve sina + cos = 4/2 [0.U., 1935 ; B.H.U., 1946] 
উভয় পক্ষ 15312, অর্থাৎ, „/9 দ্বারা ভাগ করিয়া, 


А sin æ + a cos = 1, 


n. л 
sin z + cos т cos z = 1, 


বা, sin 4 1 


বা, cose 1) 21; 7 2-4 па; 
л л 
om nat ү = (8n + 1) 4 


দরঠুব্য 1. একই প্রশ্ন অনেক সময়ে বিভিন্ন পদ্ধতিতে সমাধান করিয়া 


বিভিন্ন আকারের ফল পাওয়া যায়; কিন্তু প্রকৃতপক্ষে আকার বিভিন্ন হইলেও 
এই সকল ফল একই কোণ-শ্রেণী স্থচিত করে। 


দ্রব্য 2. অবান্তর বীজ £ কোন ত্রৈিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধান 
বিভিন্ন পদ্ধতিতে নিষ্পন্ন কর! সম্ভব হইলেও এরূপ ত্রুটিপূর্ণ পদ্ধতিও আছে, 
যাহাতে সমীকরণের আসল বীজের সহিত এরূপ কতকগুলি ফল wr পড়ে 
যাহারা 2 সমীকরণের বীজ নহে, অর্থাৎ, যাহাদের দ্বার! সমীকরণটি সিদ্ধ হয় 
না; এইজাতীয় ফলকে অবান্তর বীজ (extraneous solution) বলে | যেমন, 


বর্তমান উদাহ্রণে, উভয় পক্ষ বর্গ করিলে, 


8109 + cos*z +2 sin z cos z = 2, 


১৪ ত্ৰিকোণমিতি 
বা, L+sin 9z2=2, বা, sin 9277 17 
ৰ 9а =(4n +1) 5 বা, w=(4nt 05° 

GLA, % শূন্য বা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা 1 

m=O হইলে, e= 1; ইহা দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 

п যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক W পূর্ণ সংখ্যা, মনে কর; 2% হইলে, 

@=(8m+1)7 ; 

m এর 0 বা ধনাত্মক অথবা খণাত্মক সকল পূর্ণ-সংখ্যক মানের জন্যই 

ইহাদের দ্বার! সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 


n যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মুক AYN পূর্ণ সংখ্যা, মনে কর, 2m +I 
হইলে, 


2-(8m45)7" 


GHA % শূন্য বা ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা । কিন্তু ইহাদের 
দ্বার! সমীকরণটি সিদ্ধ হ্য় না। ইহার! সমীকরণটির অবান্তর বীজ। এই সকল 
অবান্তর বীজ সম্বন্ধে সর্বদাই বাবধান হইতে হয়, এবং সমাধানান্তে পরীক্ষা 
করিয়া দেখিতে হয় প্রাপ্ত বীজসমূহ দ্বারা মূল সমীকরণটি সিদ্ধ হয় কিনা) : 
যেটি দ্বার! সিদ্ধ হয় না, তাহাকে অবান্তর বলিয়? পরিত্যাগ করিতে sq | 

এখন, এই অবান্তর বীজগুলি আসিল কিরূপে? আপিবার হেতু, মূল 
সমীকরণটি সমাধান না করিয়া সমাধান করা হইয়াছে 

81020 + сов°л + 9 sin z cos z = 9 
সমীকরণটিকে। এই সমীকরণ যেরূপ মুল সমীকরণের উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া 
পাওয়া গিয়াছে, সেইরূপ 
sin æ + cos a= — ২/ x 5 (1) 
সমীকরণের উভয় পক্ষ বর্গ করিয়াও উহাকে পাওয়া যায়। মূল সমীকরণের 
অবান্তর বীজগুলি সমীকরণ (1) এর বীজ। 


উদ. 7. Solve 2 cos°0- sin 0 cos 0=1. 


এস্থলে, 9 cos*0 - 1= зіп 0 cos 0. 
বাঃ cos 20= sin 0 cos 0. 
বা, 2 cos 20=2 sin 0 cos 0= in 20 ; 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান m 


. sin 90 
cos 20 


= 2, বাঁ, tan 20 2 2—tan a, মনে কর ও 
20 =пл+а, বা, O=n5+5" 


এস্থলে, n= 0 বা যে-কোন ধনাত্মক অথবা খণাত্মক পূর্ণ সংখ্যা, 
এবং tan а= 2. 


Gel. 8, Solve cos 4z-+ cos 3% + сов 9z=0. 
cos 42 + cos 32 + cos 2r = 0, 
Xl (cos 42+ cos 2x) + cos 3z=0, 
41, 2 сов 3x cos m+ cos 82=0, 
বা, cos 32 (2 cos z - 1) - 0, 


cos 3г= 0, অর্থাৎ, 327 (21417; z-(n*1)5; 
অথবা, 2 cos z= - 1, অর্থাৎ cos T= -$-০০5%) 
ne w= Onn ®® 


Tal. 9. Solve a cos 0+b sin 0=c, wherec < ৯৪575, 
উভয় পক্ষকে Ja? + bš দ্বার! ভাগ করিয়া, 


b ^ с 
উহ 08 0+ ура sin = 9 
স্পষ্টই, а < Ja*rb? এবং b < 4/৫5+27 
অতএব, মনে করা যাইতে পারে 


রি = cos a 
а? Tb 


" b 5 
এবং বাটি গত a. 


c. (1) হইতে, cos 0 cos a+ sin 0 sin a= aap pan eos В, 


মনে কর। ০ < Jat +b? হইলেই এইরূপ মনে করা WI 1 
.. cos (0-—a)=cos 8; 
6-a=2nat В, 41, 07 2nn + B +a, 
GUA, n = 0 বা যে-কোন পূর্ণ সংখ্যা, ধনাত্মক বা ANAS | 


XI—E.M. 14 


১৬ ত্ৰিকোণমিতি 


Bel. 10. Solve 4 cos z+3 sin z= 3, given tan 36°50’ = 3. 
সমীকরণটির উভয় পক্ষ /4:+35, অর্থাৎ, 5 দ্বারা ভাগ করিয়া, 
$ cos 248 sin x=. E . (1) 
tan 36°50'=2; .*. sin 36°50’ =š, এবং cos 36°50’ = $. 

(1) হইতে, cos т cos 36°50’ + віп z sin 36°50’ = sin 36 "50", 

বা, cos (z — 36°50’) = sin 36°50’ = eos (90° — 36°50’) 
=cos 53°10’ ; 

2 — 36°50’ =2nn+63°10'; .. т=9лл+58°10/ + 36°50’, 
অর্থাৎ, z = па +90", বা, 2= 2n2 16°10’, 
Gel. 11. Solve tan 40 = cot 59. 


tan 40=cot 50 = tan (2 : - 50); 
487 na* 5-50; 
99 = (2n + 1); বা, ৪= 


©]. 12. Solve 
(i) cos 6+ V8 sin 671, for-2a < ৪ < 9л; 
(ii) 6 соз?0 — 13 cos 0+5=0, for —x < 0 < z, 


(i) উভয় পক্ষ Ji+3, অর্থাৎ, এ দ্বার! ভাগ করিয়া, 


cos б. T+ dno- F 
বা, চি: 5-3" 
বা, COS (o-z) : = 1 =cos2; 
Ө= 7 =9пд+ 7 3' 
বা, 0= Int 21 ... m (1) 
অথবা, 0 = 9л, ^ . (9) 
(1) হইতে, n= - 1, a Vina RURAS, 
«WUD mn — 4%, 2, 


басе সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১৭ 


(9) হইতে, কেবলমাত্র nm = 0 হইলে, 0 4 মান — 9% হইতে 9a এর মধ্যে 
থাকিবে : 


6 —0. 
-2n হইতে Әл এর মধ্যে অবস্থিত 0 এর -2s 0 এবং PRU 
তিনটি দ্বার! সমীকরণটি সিদ্ধ হয় 1 
(ii) 6 cos”0— 13 cos 0+5=0; 
বা, (2 cos 0 — 1)(8 cos 6-5) =0. 
কিন্তু cos 0H 5, (8824) 
cos 0= 2 = cos 7; ran 9.3 2: 
অর্থাৎ, 0=2nn+ 2 (1) 
অথবা, 0= Ina 5 (2) 
(1) হইতে, কেবলমাত্র m — 0 হইলে, 0 এর মান - x হইতে л এর মধ্যে 
77 ЖЕ, 
থাকে; *..৪ 5 


(2) হইতে, কেবলমাত্র n=0 হইলে, 0 র মান -n হইতে л এর মধ্যে 
থাকে) s. 09 – 2. 


^. হইতে ол এর মধ্যে অবস্থিত 9 র - এবং wh দুইটি 
чїй সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 
উদ]. 13. Solve tan æ fan 27 + fan 32 — 0. 
[ A. I. 1941 ; B. Н. U. 1946 ] 
tan z + tan 2x + tan 32 —0, 
বা, tan 3z— — (tan 2 + ап 9z), 
বা, tan (০42) = — (tan æ+ tan дг), 


বা tan g+ tan 22 
> 1+ tan z бап 2 


+tan z + tan 92» 0, 


১৮ ত্রিকোণমিতি 


» (tan 2+ tan 92) Í: —— tan 92 ПЕ 9: 
tan д + бап 2070 + 0 
1 N e 
| A Fen а " 


1) হইতে, tan z— tan ০০ tan (- 92) ; 
০1 – 22, বাঁ, 3z—na, বা, Je 
(2) হইতে, 1+1-tan z tan 2৮৯০, বা, tan z tan 27 — 9, 


2 {апт 
l-tan?z 


বা, tan?z = vs tan°z, বা, 2 tan*z — 1, 


বা, tan z. 


= д, 


বা, tan? 2= 5 বা, Gy = tan*a 
(= =tan a, মনে করিয়া) 


espe" 1 


1. Write down the general value of 0 satisfying the 
equations : 


(i) sin 0=4; (ii) cos 0= 4$; (iii) tan =i 
(iv) sin 0 = - 8, (у) cos 0 = — ^ (vi) tan 0= — 3°: 


(vii) cosec Ө= V2; (viii) sec 0 — p (ix) cot 09 — 1. 
2. Write idum the general value of 0 salisfying the 
equations : 
; VICES и. 
(i) cos 0= 9 tan 0 J8! 
(i) sin 09 =}, cot 0= — V8. 


3. Find an expression which includes all the angles which 
have the same sine as A has cosine. 


ত্ৰৈকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান ১৯ 


Solve the following equations : 
4. 2sin?@-2 cos?6+1=0. 
5. (i) sec*0--tan?6 —8. — (ü) 2 6৮06 =вес®0. 
6. tan*9=3 соѕес20-1. [0, U. 1989] 
7. 9 cos20+ J9 sin 0=9. 
8. cosec?0 +cot?0=3 cot 0. [0. U. 1913] 
9. tan*@+cot*@=92,. [ Patna, 1942 ] 
10. (i) tan z+ cot z=4. [ O. U. 1913 ] 
(ii) tan 50— cot 20. [ A. U. 1948] 
11. cot Ie+tan 2 =2, 12. cos 0--cos 50=0. 
18. sin 4z— sin 22 — cos 32, 
14. cos 89-cos 50=sin 0. [ A. U. 1939] 
15. (i) sin 20—cos 0. [ C. U. 1953 ] 
(ii) sin 49=sin 0. [В. H. U. 1949 ] 
16. sin m0+ sin n0 =0, 
17. cos 32 + cos 2z--cos z—0. [С.Т]. 1946 ] 
18. sin 70 —sin 80—sin 0-0. [ P. U. 1939] 
19. (i) cos 0-- cos 20 + cos 30 + cos 48 —0. 
(iii) cos z + cos 82 + соѕ бл + cos 72 0. [ C. U. 1959] 
20. cosz--sin z—cos 22+ віп 9r. [C. U. 1943] 
21. cosa—-sina=cosatsina. [ B. Н. U. 1938] 
22. sin? 29 — ৪109, 
23. sin? 0- sin” (n — 1)0 = 81029. 
24. sin бт сов 3r = sin 9x cos 72. [ B. Н. U. 1946] 
25. 2 вір 2c tan z — 1—tan z —2 sin 27. 


26. sin x + cos হস [ B. H. U. 1948] 

27. cos 0+ J/3 sin0=29, [ 0, U. 1936] 

28. sin z+ /3cosa= 4/9. [ O. 0.1938, '47 ] 
29. cos 0+ /8 sin0= /2, [0. U. 1944] 

90. ৪0 0142 ০০৪ 9- 1. [0. 0, 1934] 


81. 2 cos 6+8 sin 0 — 9, given tan 56° 20'=14. 


42, 


ত্ৰিকোণমিতি 


tan 2 + tan 2% + tan z tan 2z=1. [ C. U. 1941, 145,148 ] 
tan 2 + tan 2z + tan 8л = ёар т tan 9 tan 3v. 
[ С. U. 1956] 


fan (3 +0) +tan (z -0)=4. [ б. U. 1949] 


tan 92 + tan 42 =2 {ап 3a, 

tan 0--tan 26=tan 30. [ C. U. B. Sc., 1926 ] 

cos 0 —sin 30—cos 26. [ U. P. B. 1947 ] 

tan 0 +tan 20+ „/3 tan 6 tan 29= „/3. [ В.Н. U. 1954] 
sin my ossi 19 +sin 6. [ U, P. В, 1953] 

соз 30 + 8 cos 6— 1. 


4 віп 40+1= V5. [0. U. B. Sc., 1935] 
If sin A=sin B, cos A=cos В, prove that either A and 


B are equal or they differ by some multiple of four right angles. 


48. 


ГС. U. 1935 ] 


. Sina , cosa _ 
Solve : ain 227 cop an = | C. U. 1958] 


Solve : 
44. (i) cos 0+ /3 sin 0=9, in 0 < 0 < On. [ C. U. 1936 ] 


45. 


46. 
47, 
48. 


49. 
50. 


(1) cos 0- sin 0 = E in the interval -z < 0 < +z. 


[ 0. U. 1952] 


(iii) sin 0+ /3 cos 0= V2, 18 0 < 0 < Qn, [C. U. 1988] 


sin ЗА +sin 24+sin A=0, in 0 < A < 9a. 

[ Patna, 1944 ] 
cot 0 -tan 0=2,in 0 < 0 < 2л. [C. U. 1937 ] 
sin 40 = сов 39 + віп 20,in 0 <0 < z, [0. U. 1951] 
4 sin 0 cos 0—1— 9 sin 0 +2 cos 8, in 0 < 6 < a. 

LO. U. 1950 ] 

sin (0 + 4) = 3 and cos (0—4)-3. 
Solve the equation (general solution is not required) 


tan x t tan y —9, 
ча [ ©. U. 1955 J 


GAs অন্যান 


বিপরীত-ৃতীয় অপেক্ষক 


(Inverse Circular Functions ) 


21. SCAS ও AAAS сеје | 

xf দুইটি বাস্তব চলরাশি z এবং у এরূপ cse sq যে, কোন নিদ্দিষ্ট 
সীমার মধ্যে অবস্থিত > এর প্রত্যেকটি (বাস্তব ) মানের জন্য y এর অনুরূপ 
একটিমাত্র নির্দিষ্ট বাস্তব মান থাকে, তাহা হইলে y কে উক্ত নিদিষ্ট সীমার 
মধ্যে অবস্থিত т এর অপেক্ষক (function) বলে, এবং z কে বলা হয় মুক্ত 
বা নিরপেক্ষ (independent) চলরাশি এবং কে বলা হয় বদ্ধ বা অপেক্ষক 
(dependent) চলরাশি । যেমন, z এর সকল বাস্তব মানের জন্য 

/-92+5 E e (1) 

% এর একটি অপেক্ষক। 

(1) হইতে প্রাপ্ত e=} (y — 5) e - (0) 
у এর সকল বাস্তব মানের জন্য, y এর একটি অপেক্ষক | 

দেখা যাইতেছে, একটির মুক্ত এবং বদ্ধ চলরাশির যথাক্রমে অপরটির বদ্ধ এবং 
মুক্ত চলরাশি এবং গাণিতিক প্রক্রিয়ায় একটি হইতে অপরটি পাওয়! যায়, 
সুতরাং, উহার! সমার্থজ্ঞাপক | এইরূপ WETS দুইটি অপেক্ষকের একটিকে 
অপরটির বিপরীত (inverse) বলা হয়। f(x), $(%), wla), প্রভৃতি দ্বার! 
% এর অপেক্ষককে স্থচিত কর] হয়, এবং %-/(৫) হইলে, 7৫) এর বিপরীত 
অপেক্ষকটিকে f (y) দ্বার! স্থচিত কর! হয়। 

2:2. == eae Sates অপেক্ষক ও 
sista অর্থ। 

т এর কোণ-জ্ঞাপক সকল মানের 99, 

y=sin z "ie T (3) 

£ এর এক অপেক্ষক। 

ইহাকে এবং сов т, tana প্রভৃতি ত্ৰেকোণমিতিক অনুপাত-প্রকাশক 
অপেক্ষক-সমূহকে ভ্রেকোণমিতিক (trigonometrical) বা বৃত্তীয় (circular) 
অপেক্ষক বলে। 


২২ ত্রিকোণমিতি 
এই অপেক্ষক-সমূহের বিপরীত অপেক্ষক-সমূহকে বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক 


(inverse circular functions) বলে | 


0= (а) দ্বারা সুচিত হইলে, /৫) এর বিপরীত অপেক্ষককে а= 7 300) 
দ্বারা স্থচিত করা হয়। 
এইরূপ, y=sin z হইলে, sin z এর বিপরীত অপেক্ষককে z-—sin “у 
чї সুচিত করা হয় এবং ইহাকে ‘সাইন ইন্ভার্স y’ (sine inverse )-রূপে 
পড়া হয়| sin" ly কে ‘arc sin /'-রূপেও লেখা হয়। 
অতএব, sin“*y, ০০৪-:%, ইত্যাদি বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক। 
তাহা হইলে, y=sin z হইলে, ©=sin ty, 
у = сов z হইলে, z = cos ty, 
y=tan z হইলে, z = tan ly, 
Y= вес 2 হইলে, m= sec ty, ইত্যাদি | 


š SUUM db 
এইরূপ, g "sing 1 8 = sin ol 
“у Tess: 2 = сові М8, 
1=tan 4) M 2 = tan^* 1 ইত্যাদি। 
দেখা যাইতেছে, বিপরীত-বৃত্বীয় অপেক্ষকগুলি কোণ-একাশক। 


sint 1 = 8 ' একটি কোণ যাহার sine= P 


7 


cog i УЗ সি একটি কোণ যাহার cosine = s, 
кагы i একটি কোণ যাহার tangent = 1, ইত্যাদি ; 


এইরূপ, যে কোণের sine-y, তাহাকে ву দ্বারা, যে কোণের 
cosine = y, তাহাকে ০০৪-: দ্বারা প্রকাশ করা zq | 


তাহা হইলে, sin7! এর অর্থ হইল একটি কোণ যাহার sine=1 ; কিন্ত 
আমরা জানি, € ই একমাত্র কোণ নয় যাহার sine = +; 12%, п শূন্য বা যে-কোন 


বিপরীত-বৃতীর অপেক্ষক ২৩ 
ধনাত্মক বা খণাত্মক পূর্ণ-সংখ্যক মানের জন্য na+(- 1)" ঢ অসংখ্য কোণ- 
সমূহের প্রত্যেকটি কোণের 919৩-$, অতএব, sin thk=na+(- 1)" 5: 


এইরূপ, cost H3 nn + $ tan" 12mnz + p. ইত্যাদি | 


দেখা যাইতেছে, বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক-সমূহ বহু-মানবিশিষ্ট (multiple- 
valued), এই অসংখ্য কোণ-প্রকাশক মানসমূহের মধ্যে যে কোণটির ANAT- 
মান ক্ষুদ্রতম, ধনাত্মক হউক বা ঝণাত্মক হউক তাহাকে বিপরীত-বৃত্তীয় 
অপেক্ষকটির মুখ্য মান (principal Ж বলে। যেমন, 

sin 1 এর মুখ্য মান 30°, বা, 2. একই পাংখ্যমান, কিন্তু বিপরীত চিহ্ন- 
বিশিষ্ট দুইটি কোণের একই гене অনুপাত থাকিলে, ধনাত্মক fz- 
যুক্ত কোণটিকেই বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষকের মুখ্য মানরূপে ধর] 84 | 

যেমন, cos? 8 3 এর মুখ্য মান 80°, - 80° নয়, যদিও cos (- 30°) 


= “8. 
9 


অনেক সময়ে, মুখ্য মানগুলিকে বড় হাতের অক্ষর দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 
যেমন, 
80-:8 এর মুখ্য মান = Sin" = কেবলমাত্র 6 5; 


cos! “8 এর মুখ্য মান= Cos * y3 সকেবলমাত্র е A 


tan^* 1 এর মুখ্য মান = Tan 1 = ceata 4 ONR | 
віп ф=пл+(—)" 9102 1; 
сов! УЗ _ gna Cos”? У ; ইত্যাদি। 


কিন্ত, বিপরীত-বৃত্বীয় অপেক্ষক-সংবলিত প্রশ্নদমূহে অথবা উহাদের 
সমাধানে, মুখ্য মান-প্রকাশক এই সকল চিহ্ন ব্যবহার না করিয়া, sin *, cos ^, 
tan" ইত্যাদি চিহ্ন দ্বারাই মুখ্য মান প্রকাশ কর! হইয়াছে । এই সকল 
figye প্রশ্নে, উহাদের সাধারণ মান না ধরিয়া মুখ্য মান ধরিয়াই সমাধান 
করিতে হইবে। 


২৪ ত্ৰিকোণমিতি 


н; 


= মনে 
sin z 


দ্রষ্টব্য è sin *e=(sm z)” নয়, কেননা (sinz) t= 
রাখিতে হইবে | 
23. fafa emer Sais | 
(1) sin 9-% হইলে, sin lz = 0 ; 
sin”? sin Ө=Ө. 
BEI, cos"! cos 676, tan^! tan 6-6, ইত্যাদি 
(2) sin 0=% হইলে, 0—sin^?a ; 
sin sin^'x —x, 
এইরূপে, сов совт х= x, tan tan" x= x, ইত্যাদি | 
(3) To prove that 


- 32e i (a zl 
cosec^ їх = sin т; вес 1x = cos "xi cot-'x= tan d. 


মনে কর, cosec™*w=0; .. 2৯ ৫089০ 0; 
d : ы db 5 
০০810 Ө; .. вїп 7 = 09 = cossec to, 
2 т 


এইরূপে, প্রমাণ করা যায়, sec"! v — cog"! 1 এবং cot" !z = ац 1 ` 

আবার, অনুরূপ প্রক্রিয়ায় প্রমাণ কর! যায় যে, 

sin^!x = cosece"1 1, Cos" ‘x= sec^!— এবং tan"!x= eot"1 i, 
x x x 


(4) ТӨЯ অপেক্ষককে যেরূপ একটিকে অপরটির সাহায্যে প্রকাশ করা 
যায়। যথা 
E © = res tan 0 DERN 
sin 0= V1-cos*0 ET T 
= 5800-1 1 : 
sec 9 М1 + cot*6 
সেইরূপ, বিপরীত-বৃত্তীয় অপেশ্ষকের যে-কোনটিকে অপর একটির সাহায্যে 
প্রকাশ করা যায়। যথা 


віп б=д হইলে, сов 0 = „/1-%, tan б=- ন x 0 
Jl-c 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক T 
Ji-z* 
2 


cosec 0 = 1, ѕес p= cot 0 = 
= віш 12 cos t J1-23 =tan 1—2 = -ıl 
0=sin "а= сов“ J1-z tan’ aes cosec = 


1 -1 ics? 
@ 


= 800 ds =cot 
1708 


sin 1, cos? ৯/1 _2৪, প্রভৃতি বিপরীত-বুভীয় অপেক্ষকসমূহের প্রত্যেকটি 
অসংখ্য মানবিশিষ্ট । উপরের ফল হইতে ধারণা হইতে পারে, অসংখ্য 
মানগুলি সব ক্ষেত্রেই এক, few তাহা নহে। এ সকল বিপরীত-বৃত্তীয় 
অপেক্ষকগুলির মুখ্য মানগুলি কেবলমাত্র পরস্পর সমান | 

(5) To prove that 


(i) sin^'x4-cos^'x- = ; 
(ii) tan-'x+cot- x= ; 


2 ~ e x 
(iii) cosec™'x + sec мех: 


(i) মনে কর, sin^'z-0; e 0) 
তাহা হইলে, z = sin 0 = eos (7 -j: 
cos 12 = s - 0. yr: (2) 
(1) এবং (9) হইতে, sin lz + cos le 7 04- 5 ১:77 i 
(i) মনে কর, tan"! z—0 ; 55$ (3) 


r= tan 0 cot (2 -9) ; 

cot ‘z= Š - 0. ө (4) 
(3) এবং (4) হইতে, tan^*z-t cot !z =0 + š - 0 = 5 
(iii) মনে কর, cosec ^" =; eee (5) 


г = cosec ৪৪৩০ (3 - 0) 


২৬ ত্ৰিকোণমিতি 
+. sec te= > =ð; se (6) 


(5) এবং (6) হইতে, cosec"* e + sec 1g =0 + x -0= i 


WGL এস্থলে, বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলির মুখ্য মান ধরা 
I 


WEG 2. z ধনাত্মক হইলেই কেবলমাত্র উপরের ফলগুলি সত্য sç | 
z ТЧ হইলে, (i) এবং (н) এর ফল দুইটি সত্য হয়; কিন্ত (ii) এর 
ফলটি % খণাত্মক হইলে, 


80504০০৮২৮৯ – হয়। 
(6) To prove that 


। -1 на ds vs AA 
(i) tan-ix+tan-`1iy=tan жету? 


ü ^C!x-tan"!ystan"! XY. 
(i) tan^!x- tan"!y- tan i: 


মনে কর, Чап z-a, এবং tan^iy-g; 
তাহা হইলে, ле{апа এবং y = tan В. 
fan a+ tan f. 
1—tan a tan B 


Lety, 
l-gy’ 


(ii) এখন, tan (a + B)= 


ы n4 
a+B=tan-* = 


1=гу 


= = 3271 
«js. 1 ТЕЕ Ену ДН 
অথাৎ, tan 22+ tan у = tan বুনন) 


^ = tna- tanh acy. 
(ii) এইরূপে, tan (a — p) 1+ бапа бап В 172 
= р= 1817, 
a-— В = tan TE 
27у. 


а ip фан lemüs-i 
অর্থাৎ, tan *a – tan™ty tan’ Lap 


বিপরীত-বৃত্বীয় অপেক্ষক ২৭ 


অনুরূপভাবে প্রমাণ করা যায় যে, 
নর -120-1 ; 
(i) eot^*z- собу = cot DES 
A ЕЕ 3:71. 
(ü) ০০৮-%-০০$-:%- cot ТОП, 
(7) To prove that 
+ - 
ian !z--tan ty + 08022 ৯872 g buts Run 
l—ye- 22 — zy 
মনে কর, tan le =a, tan ^y —f, tan *z=Y ; 
তাহা হইলে, c = tan a, y=tan B, z= tan Y. 


tan а+$ап В + бап У — tan a tan В tan Y 
— tan B tan y — tan Y tan a —tan a tan B 


tan (a 8*y)71 
LOItutz-myr. 
1— uz — za — ту’ 
31117277112, 
1-42-22 — ту 
অর্থাৎ, tan"*z-- tan tutan tz 


a+B+y=tan 


(8) To prove that 
G) віп-'х+ віп ty =sin7"{x /1-y2+y J1-x?] > 
(ü) sin"?x — вір" 'у= віп" {x /1-y2- y J1-x*V; 
(iii) eos7*x-+cos" ty= cos" {xy = J(17x2) -y2)) 
(iv) сов” їх — сов-1у= сов- '{xy+ „/(1—-х°)(1-у°)}; 
মনে কর, sin" "za এবং sin у=; 
তাহা হইলে, w@=sin a GA у= ір f. 
cos a= „/1—вїп%а= J/1-a* 
এবং cos B= /2_ віп = V1- 9°. 
(i) এখন, sin (a + В)=вїп a cos f +сов a sin B 
=@/1—у#+у 51128 " 


২৮ 


ত্ৰিকোণমিতি 
at+p=sin Ye J1-y3 +y /1-a%, 
অর্থাৎ, sin"!g--sin-iy- вішча J/1-g** y /1= zl. 
(ü) আবার, sin (a — 8) ^ sin a cos B — cos a sin B 
-9/1-y*-y Ji-a? ; 
2 а-в = віш {ж /1-%25-% J1- a5], 
অর্থাৎ, sin"ig-sin iy- віп Ча J/1- y3 — y J 1-3]. 
(ii) মনে কর, costa =a এবং cos у= В; 
তাহা হইলে, = соз а এবং у= ০0৪ B; 
sin а= JI- сов? = /1—2* 
এবং sin B= „/1- сов = J1—y?. 
এখন, cos (а + В) = cos a cos B — sin a sin В 
=ту— 40-220-85)7 
а+ В = cos !Ízy — A(1— z2Y(1— yj, 
অর্থাৎ, cos"'z-Fcos^!y- соз Hey — A -a*1—y)l. 
(iv) আবার, cos (a — f) = сов a cos В + sin a sin B 
=ay+ A1-a*1-y9) ; 
a - В = eos! (zy + „/(1-—®(1—у%)}, 
অর্থাৎ, cos !z — cos *y = cos" “ey + J.-22)1- ya. 
(9) To prove that 
(i) 2 sin *z sin" *(2z /1—-553) ; 
(ii) 9 ০০৪-০-৫০৪-:(৮৪ — 1) ; 
(ii) 9 tan” “z= tan t জন 
(i) মনে কর, sin-lz=a; তাহা হইলে, = in a і 
сова = J1-sin*a- ২/1 22, 
এখন, віп 2a=2 віп a cos a= 92/148; 
2a = sin * (2x J/1—23), 
অর্থাৎ, 9 sin"!z- sin” (да 1-2). 
(ii) মনে কর, cos "z—a; তাহা হইলে, cos a=z, 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক ২৯ 


এখন, соз 2a = 2 909৫ _ ] ৮] ) 
да =с0871(922 _ 1), অৰ্থাৎ, 9:০০৪-5০.609-:(9থ — 1). 
(ii) যনে কর, бап le=a ; তাহা হইলে) tan a = z. 


এখন, tan 2a = ТЕ Запа =з ; 
=3 27 = -a 9r 
2a-tan * peg অর্থাৎ, 2 tan^!z = tan Eee 


(10) To prove that 
(i) 3 sin^*z = sin" (8z - 4?) ; 
(ii) 3 eos 1 = eos (425 — 8) ; 


-1 82 - g? 
1-32" 


(i) মনে কর, sin“te=a; তাহা হইলে, sin a = z. 
এখন, sin 3a=3 sin a—4 sin?a-3z— 42° 
৫-810-5(2 — 4a), অর্থাৎ, 8 sin" = sin" (82 — 42). 


(iii) 3 tan te — tan 


(1) যনে কর, ০০৪-২৫ =a ; তাহা হইলে, cos a = z. 

এখন, cos За= 4 cos*a—3 cos a= 40° — 32; 
За = cos" (4c? — 32), 

অর্থাৎ, 3 cos "m = cos "(4z? — 32). 

(ii) মনে কর, tan*z—2a ; তাহা হইলে, tan a = z. 


3 tan a—-tan?*a 32—25 


4*5, ton Bes oq nias 1-86! 


Rc puc m? -iBe- et, 
За = tan 127859 g^ অর্থাৎ, 8 tan 22 = tan 1-8 


(11) Show that 


2 tan7'x = віп-' 


фе d ০৮42 
pre নিজ А 


মনে কর, tan !2-0; .. tan 0=z. 
3 2tan60 92 
এখন) sin 29 = l+tani0 l+?’ 


৩০ ত্ৰিকোণমিতি 


PLDT 
172 
l-tan?ó 1-2? 


আবার, cos E vs 5 


7. 9 65057 %9-810 


781 
тег 


eee (ii) 


2 tam lz = 90 = cos 


E RUN. NEU. «^ (iii) 


(i), Gi) এবং (iii) হইতে, 


9 (00 sin 


ax 22 эж”. 
1+2 


24. fafa різ | 
Baj. 1. Find the principal and the general values of 
cos 1( — 3). Š 
#=cos60°; .. -}=cos (180° – 60°), 
বা, cos (180° + 60°), অর্থাৎ, cos 120°, বা, cos 240°; 
0 হইতে 360° এর মধ্যে 120° এবং 240° কোণ দুইটির cosine — 1. 


(1) 
0 হইতে _ 360° এর মধ্যে — (360° — 120°) এবং — (860° — 240°), 
অর্থাৎ, — 240° এবং — 190° কোণ দুইটির cosine —4, ... (9) 


(1) এবং (2) হইতে দেখা যাইতেছে, cq সকল কোণের cosine -4, 
তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতম সাংখ্যমান-বিশিষ্টটি হইতেছে 120” বা 7, একই 
সাংখ্যমান-বিশিষ্ট — 190° গ্রহণ না করিয়া | 


cos? (- টা এর মুখ্য মান = 21 ; 
এবং সাধারণ মান = дпа. 27, 
এলে, п=0 অথবা যে-কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যা | 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক ৩১ 


Werl. 2. Express cot *a in terms of other inverse circular 
functions, 


মনে কর, cot !r—0; 


cot @=хт; 
"fre চিত্রে, ভূমি =a, 
বিপরীত বাহু=1 
এবং অতিভুজ- VIF. 
singe mes”. 8, অর্থাৎ, cot tam sin + 7৯, 
VETE j f NET 
আবার, cos 0 = Un = Maj -. 0, অৰ্থাৎ, coi le = cos"! ir 
807, tan 0— L ; ©. 0, অর্থাৎ, cot le = এও ; 
совес 0= 4/1402; .". 0, অর্থাৎ, cot "m = cosec * Ji+a* 
sec 0 = Vite Po.0, ЖАП; cola = go te", 


©]. 3. Show that сов“ 49 = пті m. 
মনে কর, cos! 42-0; .. cos0-131; 


+. tan 0= ./seo29-1= 1-15 Ж 3) 
=s (কেবলমাত্র + চিহ্ন ধরিয়া) 
tan! 4520-cos ` $2. 


"IU SOM সমাধান অপেক্ষা চিত্র-সাহায্যে সমাধান-প্রক্রিয়াই প্রশস্ত | 


А 41% 40° 
=a 
40 
উপরস্থ চিত্র হইতে, স্পষ্টই, ভূমি = 40, অতিভূজ = 41; 
বিপরীত বাহু = ,/412- 40 =9. 
tan 0=25 ; .'. 6, অর্থাৎ, cos"? 19 e lan" d. 


XI—E.M. 15 


৩২ 


ত্রিকোণমিতি 


উদ]. 4. Show that sin"? тү + cos t $—cos ^ $5. 
মনে কর, sin * {ү=а এবং соз ^ # = B, 


/ ২ 


15 3 
তাহা হইলে, sin a =£ এবং cos 87$ ; 
উপরস্থ চিত্র হইতে, cos a = ই} এবং sin B =$. 
এখন) соз (sin "t r+ eos * $)=cos (a +8) 
= соз a cos B-sin a sin 8=153- fy $= 18; 
<. gin’? Фу + сов 8 = соз $$. 
Bal. 5. Prove that sin"! #+gin ху +sin™t 38 = E 
[ C. U. 1941] 
মনে কর, sin ^ $=0, sin у= В এবং sin * $79; 


ec 
3 12 


তাহা হইলে, sin a =$, sin B= 3's এবং sin y= 12. 
с. উপরস্থ চিত্র হইতে, tan a = $, tan B = ds, 
এবং өр চিত্র হইতে, tan у= 33 


65 
বামপক্ষ= +৪ +y 19 


=tan" `" $ + ап y+ tan? $$ 63 


= + = 
= tan n тї „ttan x 


= tant $f + cot! 93 = 


$ 
= [ Art. 2°3(5) ] 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক ৩৩ 


উদ. 6. Prove that tan`? + баа উ + вап 3+tan Ф. 
= = [ C. U. 1952, '40, 49] 


প্রথম ও দ্বিতীয় পদ একসঙ্গে এবং তৃতীয় ও চতুর্থ পদ একসঙ্গে লইয়া 


না келщ сл i -1 Tti 
বাম পক্ষ = tan এ 2 দা EN 
fat 
1-#.яї 


= апі Ф + tan^* тү =tan™* 


60751» š . 
Gul. 7. -Prove that 2 ап + + sin "t #= cos * sss. 


1 
tan (2 tan" * Ha =; ১০2 бап > = арг? y, 


4 
3 
44 
উপরস্থ চিত্র হইতে, sin” £-tan^! 4, 
94 cos". কত = tan M. -= (1) 


বাম পক্ষ = (tan t zz tan^* $) 
-1 আহ 
1-37.8 
6০72 M = сові A. [ (1) হইতে] 
©]. 8. Prove that 9 tan`! 3 + апі $42 tan" $= 
বাম পক্ষ —2(tan^* $-tan^* $)7+ 68072 + 


=tan 


n. 
4 


8 


ত্ৰিকোণমিতি 
1 
=2 апі -* z LN +tan t $29 tan $+tan7* + 
1-r.i 
-lan * аз +tan + 
1-% 
3 +7 m 
=tam t 3 +tan t +=tan + দান = pet 
©]. 9. Prove that tan" 1 z+ cot “(x +2)=tan 2 4(@+1)*. 
=tan~2 ELS 
বাম ors {ап "^ œ+ tan IFA 
1 
MIT 
=tan 1 i 7ían * Het 1)*, (সরল করিয়া) 
lego— 
2+9 


উদ, 10. Prove that cot (tan 2) – cot^* (tan 97) 2 a. 
EE") 1 WD 
"e ton las ০) DR (Ы ii 
Uy Deut 
1 tan” fan 9m Maret tan 2m — tan т 
аррар: 1 + ап 92. баю т 
{ап т tan 22 


= бап: tan (2x -z) =9r— z = v. 
উদ. 11. Show that sec? (tan 2) + cosec? (cot * 3) 16. 
[ C. U. 1956 ] 


= (an^ 


মনে কর, tan 9=а এবং cot? 3-25; 
তাহা হইলে, tan a=2 এবং cot B-3; 
বাম পক্ষ = sec*a + cosec? B 
=1+tan’a+1+cot?p 
=1+2°+1+37=2+4+9=15. 


Bal. 12. Prove that tan" 4— A 8৮24 tan * c 


1+ab 1+be 
= апт! а. [ C. U. 1946, °55 ] 
বাম পক্ষ =(tan™* a—tan^* D) + (tan^* b—tan с) *tan^* c 


= (ап * a, 


+ 
: -1 gin ০৮২০০ (৫71), 
উদ, 13. Prove that cos tan^* sin cot"! z [ +a 


[ A. U. 1947 ; U. P. B. 1950 ] 


বিপরীত-বৃতীয় অপেক্ষক ৩৫ 


মনে কর, cot *w=0; .. cob 0=m; 
= র্‌ 1 1 

1 = = - j= = M — 0 

sin cot *#=sin 0 জন +g? 


tan™* sin cot^'z = ап“ Tage TH মনে কর; * (1) 


жы পিএ EN E. 1 
tan d= 27 › V. cos $= та Jittan* 
- yee K 
Um Nate? @) 
Mem 
7. (1) হইতে, বাম পক্ষ = cos $= d [(2 হইতে ] 


-E5 А 
8*z* 
উদ. 14. Iftan !z-ttan ! y--tan t 27, show Баба - yz 
= gyz. [0. 0. 1954 ] 
প্রদত্ত শর্ত হইতে, 
tan (6070 + tan y + tan *z) ^ tan л, 
аиа у. 
1-92-22 = ту 
2112-02-70, বা, ++ = 22. 
উদ. 15. Solve cos tz 9 sin 'z. 
মনে কর, sin^'z-0; তাহা হইলে, sin 0 = z. ө (1) 
এখন, cos !r-9 sin tg ; 
æ= сов (9 sin"  z) = cos 20 
—1-29зш°%0=1- 2%. [ (1) হইতে ] 
বা, 9%*+2-1=0; 
~1+ Zl1+424 6 2118.1 Ee 
29 4 Š ү 
কিন্তু c= -1 দ্বার! সমীকরণটি সিদ্ধ হয় না ; কারণ cos"? (-1)=a 
এবং 2 sin"1 (-1)=2x(- я |- —л. 


-1 একটি অবান্তর বীজ; উহাকে বর্জ্জন করিয়া, z=1. 


g= 


৩৬ ত্ৰিকোণমিতি 


উদ]. 16. Solve tan" 3r+ian * == i 
28220512722 ০782 
এ শা 
বা, 95-7৭-1192, বা) 1925 + 952-7=0, 
22225 + 695 +936 _ — 25+ 4/9ট_ - 25431 
24 94 94 
=4,-4. 
কিন্তু ০- -$ দ্বারা সমীকরণটি fia হয় না; কারণ ৮-% বসাইলে, 


tan"? 8л এবং tan“? 42 উভয়ের মুখ্য যানই «dius হয় এবং দুইটি 


ANAT কোণের সমষ্টি কখনই দক্ষিণ- EE এর সমান হইতে পারে না। 
অতএব, v= - 1 বর্জন করিয়া, z = 1. 


Wq]. 17. Solve : cos cot"! £ 
= tan (sin^* 3). Хх 


মনে কর, cot $a; C. 0০৮৫ ০, 


= 


5 am A. 
বাম পক্ষ = cos a Tira x 
আবার মনে কর, sin! $75; 


sin B=4. 5 
1 
দক্ষিণ পক্ষ = tan p= 24 


— 
= g zb. ... 8 
„1+2 “8' 0) 

з 

উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া, 1 Led বা 87° =1+2%, 

বা, 109-1; 2. ems 


fee c= - = দ্বার! (1) এবং সেইজন্য মূল সমীকরণটিও সিদ্ধ হয় না। 
ইহা অবান্তর বীজ ; ইহাকে аба করিয়া, নির্ণের সমাধান 


c=, 


JT 


বিপরীত-বৃত্তীয় অপেক্ষক va 


erste 2 
1. Find the principal and the general values of : 
(i) sin d ; (ii) sin * (-4) ; (iii) сов 1; 


: en - 1); 210768 ; s(-3- 

(iv) cos ( Jal! (v) tan^* 4/3; (vi) cot J3 
2. Express in terms of other inverse circular functions : 

(i) сов” 2 ; (ii) cosee lz; (iii) tan" хк. 


3. Find the value of: (i) sin (sin * $+ cos * $); 
[ C. U. 1917, 85] 


(ii) cos (tan~* 3 + cot * 3). 
Prove that 
4. cos + $$ = ап? sy. 
5. (i) 2tan^* = апт A. (ii) сов (т) = 2 tan^* $. 
6. совес (cob x)= 14-23. 
1. sin ¢+sin * হুথি ল 8102 $5. [ B. H. U. 1948] 


8. сов”! $$ + сов * $ = совт? туз. 


9. tan! 4+tan™*> k= 5 
10. tan^' 7—tan^* 1=tan™* 2. 


alte 
1-0 

19. віп! үу + сові $= cos" 

18. cos 47 + соз” $ sin * 8. 

14. (a) 2 tan"? $+ tan" *¥= 7 4' 10.0.1937; B. B. U. 1945] 


(b) 2 tan^* 4+ tan = варт 28. 
[ C. U. B.A. & B. Se., 1951] 


11. tan 


= tan oa Z 
tan x 1 


116 
75. 


15. tan"! $+ сов: $=tan™* S. 

16. cos! $22 tan" 1 4 sin"! $. 

17. 4 (০০৮ 3 +০০৪০০-* ,/5) = л. [ C. U. 1939] 
18. tan" 48? = 2 cos * Hi. 


৩৮ 


ত্ৰিকোণমিতি 


19. (i) sin"? £+29 tan7? $= 2 


л 


t y+9 sin tš = а 


(ii) sin" 
20. tan ' 27 007 * $=} cos 13. [ U. P. В. 1947] 

21. tan" t tan !j-sin^! 2 + cot” 92 45°, 
[ B. H. U. 1952] 

ШУ АЙ BEN DPA Ls 

22. tan gpt tan а tapti tan д [ C. U. 1949] 
28. вїп * Zç sint i$+sin7? Ag = 
24. tan ^ 87 8৮072 рг бап y= F . 


25. 82072788072 2+ian7t 3= x 
=2 (tan * 1+tan" t 4+ tan" 13). 


26. cos" lz=2 віп al 7a 2 cos^* 15а, 


27. “hh Ле foo * i EA [ б. U. 1943 ] 


Am +z P -@ -1 Jata 
28. sin eS 25০০8 77/2 © = tan AL 2. 
2a 2a a-c 


29. tan" ant +tan * B= + tan? 2—® 


-1ab*l, abel, scat) _ 
80. (a) cot асъ +০০৮ pag +০০% নি, 


(b) tan (tan^*z  tan^! y-- tan" le) 
= cot (cot™*a + cot^* y + cot" 22), 
[ C. U. B. A. & B. Se., 1939] 
91. {sec (cot^*z)]* = (6096৫ (tan"*z))?. 
32. вес? (tan^* 3) + cosec* (cot^* 4) = 97, 
98. sin cosec^* cot tan"! zr. 


বিপরীত-বৃত্বীয় অপেক্ষক ৩৯ 


йы, 
94. oos tan^* sin cot * রন 


35. 7* ($ tan 24) tnl (cot A) + tan^* (cot? A)=0. 
[ C. U. 1948 J 


36. If cos 0 + соз ‘y+cos 'z—-, show that 
w? +y? +e2%+2ry2=1. [0. 0. B. A. & B. Sc., 1941 ] 
37. It 4+ B+C=n, show that if 4 » 00559, B=tan™* 3, 


then б= 7° [ C. U. 1951] 
98. Ifsin ta + еіп: + віп У = л, show that 
a Jima? +B ২/1-724% J1- 72 = 9067. [ B. Н. U. 1944] 
99. tan 'z--cot^* (z 1) 68075 (w° +æ +1). 


Solve the following equations : 


40. (i) sin^*« = сов” 2, (1) tam lm = ocot ^2. 
41. sin? 5 sin 122%. [0.0.1914] 
veg m = 1 ০৫402 
42. sini 1 ton? 288৮ я: [0 U. B. A. & В. Bo, 1947 ] 
EME S ug АТАШ Sy 
43. tan capt ten” 2 tan * 25 [ Agra, 1947 ] 
44, sinc S32, tsin"! pp আআ [OL U. 1947 ] 


45. tan! 1432tan^! $+tan™* ++ вап l= A [0. U.1949] 


DAE ভিত 
46. 3 tan™* ағ J8 tanz tan * 4. [ Agra, 1943 ] 
47. Solve: sin^'z-sin y= $a } (C. U. B. A. & B. Se.,1940] 


cos lm — cos! y = da 


2. Ужа – /1-т* 
1 М Eia 
48. tan 1125 TET: B. 


- -1 
49. cosec^!z = cosec ‘a+ cosec"' b. 


50. 1 ০০৪- A +০০৪-1 =a, show that 


" y* 
x - зу cosa + 1 = 8109৫. 


=== অন্যাজ 


ত্রিভুজের গুণাবলী 


( Properties of Triangles ) 


31. প্রত্যেক ত্রিভুজের তিনটি বাহু ও তিনটি কোণ, এই ছয়টি অঙ্গ 
থাকে। বাহু অঙ্গুসারে ব্রিভূজসমূহকে বিষমবাহু, সমদ্বিবাহু ও সমবাহু, এই 
তিন শ্রেণীতে ভাগ করা যায়, আর কোণ অনুসারে উহাদিগকে স্ুক্মরকো ণী, 
স্থলকোণী ও সমকোণী এই তিন শ্রেণীতে ভাগ কর! যাঁয়। 

ত্রিভুজের কোণ তিনটিকে সাধারণতঃ A, p ও 0 দ্বারা, 9 সকল কোণের 
বিপরীত বাহুগুলিকে যথাক্রমে а, ও 6 দ্বারা এবং ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে 
A বা 5 দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 

এ সকল বাহু, কোণ, ক্ষেত্রফল, ত্রিভুজের অস্তর্্যা সার্দ, পরিব্যাসার্দ ইত্যাদি 
সংশ্লিষ্ট, উহাদের পরস্পরের স্বন্ধ-জ্ঞাপক স্থত্রাবলী বর্তমান অধ্যায়ে আলোচনা 
করা হইবে | 

3°2. C-C fescaz 

a. ge DI idw 
sinA sinB sin С 
অর্থাৎ, বাহুগুলি স্ব স্ব বিপরীত কোণের sine এর মানুপাতী। 
[ In any triangle, prove that : 


S ID OR, 
sin A sinB sin G 


1.0., the sides are proportional to the sines of the opposite 
angles. ] 


মনে কর, ABO একটি ত্রিভুজ | 

যে-কোন শীর্যবিন্দু 4 হইতে বিপরীত বাহু DO এর উপর AD aR টানা 
হইল; ইহা, চিত্র 1 এ wwe ত্রিভুজের ক্ষেত্রে, DO এর মধ্যে অবস্থিত 
কোন বিন্দু D তে, চিত্র এ এ স্থুলকোণী ত্রিভুজের ক্ষেত্রে, বদ্ধিত po কে কোন 
বিন্দু D তে ছেদ করিল এবং চিত্র < সমকোণী ত্রিভুজের ক্ষেত্রে, 40 nq 
বলিয়া 40 এর উপরই সমপাতিত হইল | 


ত্রিভুজের গুণাবলী 8১ 


এখন, ABD IKT, Ар = AB sin ABD=c sin B, (0 
এবং ACD facem, AD = AC sin ACD ; 


A A 
c 
b c с b 
a CB re D в в C (D) 
চিত্র 1 চিত্র 2 চিত্র ৪ 
এখন, চিত্র 1 এ, AC sin ACD=b sin C ; 
এবং চিত্র 9 এ, AC sin ACD =} sin(a- C) -bsin C; (9) 


b c 


csin В =} sin C, অর্থাৎ m due 


এইরূপে, В হইতে AC এর উপর ay টানিয়! চিত্র 1 এবং 2 এ, প্রমাণ 


a в 
1779 ein AT ain 
s. চিত্র 1 এবং 9 এ, অর্থাৎ, 791919 এবং 32019 ত্রিভূজের ক্ষেত্রে, 
МЕШ" EG 
sin A sinB sinC 
চিত্র 3 এ, C একটি সমকোণ ; 
b 


এবং sin C=1; 
c 


sin A= : এবং sin B= 

DN Ted Ji লি জেল: 

snd віп B অর্থাৎ, sind sinB °` sind 
অতএব, যে-কোন AFTA, 


@ эр? e , 
817) А sinB sin C 


অর্থাৎ, ত্রিভুজের বাহুগুলি স্ব স্ব বিপরীত কোণের sine এর সমান্থপাতী। 


৪২ ত্ৰিকোণমিতি 


বিকল্প প্রমাণ ° 
মনে কর, ABC ত্রিভুজের পরিকেন্ত্র O এবং পরিব্যাসার্ধ R. 


চিত্র 4 চিত্র 5 চিত্র 6 


চিত্র 4 এ, ABO faga স্ক্মকোণী; ইহার সবগুলি কোণই "үсті; 


এবং চিত্র 5 এ, ABO їуз? স্থলকোণী; মনে কর, ইহার A কোঁণটি 
স্থলকোণ। 


চিত্র 4 এবং 5 এ BO যোগ করিয়া পরিধি পর্য্যন্ত বন্ধিতকর ; ইহা পরিধিকে 
D বিন্দুতে ছেদ করিল। OD যোগ কর। 
উভয় চিত্রেই BOD কোণটি чє বলিয়া সমকোণ, এবং BD = 21. 
চিত্র £ এ, একই বৃত্তাংশ বলিয়া, / А= Z D. 
17177288621 дары 
sin 44 =віп D BD ар বা, টা 213. 
চিত্র € এ, ABDO FSR চতুৰ্ভুজ বলিয়া, Z A+ Z Doa, 
বা, L4=n- LD. 


н সুদে NIS Hn qe Па 
sin À = sin (z — D) =sin D BD IR বা, an 722 


চিত্র 6 এ, ZA সমকোণ; .. ein d=1-POLa_ a, 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৪৩ 


BEI, AO যোগ করিয়া! EATE বদ্ধিত করিয়া প্রথমে CH এবং পরে 


BE যোগ করিলে দেখা যাইবে 
b с 


sin mere nis sin С 


ü b с 
sinA sinB sin C 


অনুসিদ্ধান্ত। ২০ = b =- op 


sin A sinB sin C 
(i) `. a=2R sin A, b=2R sin В,с=9Ё sin C ; 


সত, 


' (ü) sin A= ae sin B= sin C= ae 


(iii) a:b: c=sin A: sin B : sin C. 
3:3. ETRA শে-ক্ষোন Cosine কে বাছ atA 
ests} | 
প্রমাণ করিতে হইবে, যে-কোন ত্রিভুজে, 


20৪40 - b? +o? а? 
a=b? + e? _ 9с cos A TI cos A= 256 

+ uc FU 

b? 2c? +a? — 2ca cos В বা ০০৪৪-০৫-৮7 

a* tbo. 


= 2 BF 
c* —a? +b? —2ab cos О 31 cos Ç ab 


8'1 অঙ্চ্ছেদের ন্যায় তিনটি ত্রিভুজ অঙ্কন করিয়া, তিনটি ত্রিভুজের wu 
গুলি সম্পাদন কর। 

জ্যামিতি হইতে, চিত্র 1 এ, AB? = ВС + СА? - 2BC.CD. 
এখন, ACD IKT, CD =AC.cos C — b cos C. 

a c? =a" +b? — да} cos C. 
চিত্র 24, AB? = BC? + CA? + 2BC.CD. 
এখন, ACD faster, CD = AC cos (z — c)= — cos б. 

^ c? =a? +b? — 2ab cos C. 
চিত্র 34, АВ = ВО? + CA? ; 

t c? = a? +b? = a? + b° — 9ab.0 

-a*--b*-39abcos С. [ `. cos C 7608 90°=0. ] 


88 


ত্ৰিকোণমিতি 
অতএব সকল প্রকার ত্রিভুজের ক্ষেত্রেই, 


c? = a? + b° — 9ab cos О, 
অর্থাৎ, cos om te et, 
অনুরপ প্রক্রিয়ায় অন্য দুইটি সুত্র প্রমাণ করা যায়। 
3'4. ARZT 92 এর sfwr এবং 33 NUN হইতে দেখা যায়, 


a 

sin A _ 2R афс, ক 

ten Am coed ЫС UO QT IS 
9bc 


1 
এইরূপে tan B=. civ arp 


এবং tan on PT ER 
35. Cacia Íeigcer, প্রমাণ করিতে হইলে, 
a=b cos C+c cos B, 
b=c cos A+a cos C, 
e=a cos B+b cos A. 
ws. 3'9 এর চিত্রগুলি হইতে দেখা ata : 
চিত্র 1 এ, O কোণটি সথক্মকোণ, এবং 
BC=BD+CD= АВ cos ABD + AC cos АОФ; 
а=с соз В +b cos С; 
চিত্র এ, 0 কোণটি স্থলকোণ, এবং 
BC=BD-—OD=AB cos ABD - АО cos ACD, 
a= с cos B-b cos (180° — с) 
=c cos B-b (— cos C) = с cos B + b cos 0; 
চিত্র 3 এ, 0 কোণটি সমকোণ এবং 
ВО = AB cos ABO = c cos В 
a=c cos B +b ০০৪0) [ কারণ сов С = cos 90° = 0. ] 
অতএব, সর্বক্ষেত্রেই a=b cos О+с cos В. 


SEAT প্রণালীতে অপর স্তর দুইটিও প্রমাণ করা যায়। 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৪৫ 


36. есета জন্ক্কোশসম্মুহেল্স Sine co Gata 
ata Ба cress Sten শ্রকাম্ণ। 


(To express the sines of half angle of a triangle in terms of 
the sides.) 


আমরা জানি, cos 4= 1-2 sin? 4, 


2A _ NT. =a 
2 sin? 9 1-cos A=] D 
— Abe —b* —c* +a" а? – (0° — Ibo +0) 
900 900 
295 -(b-o* (a-b*c(atb-eo) À (0^ 
96 296 
এখন যদি ত্রিভুজের পরিসীমাকে 95 দ্বার] ZES করা হয়, তাহা হইলে 


atbte. 
2 


a-b+c=atbtc-2h=2s—2b=2(s—b), 
а+р-с=а+Ъ +c- 90 =98- = 9(8 — c). 


2A _9(8— D). 8(s— 0). 
2 Qhe 


9s=a+b+c এবং s= 


(1) হইতে, 9 sin 


= (s— b)(s— -9. 
0০ 


টি 


sin? 


বর্গমূলের ধনাত্মক মানটি মাত্র এস্থলে গ্রহণ করিতে হইবে ; কারণ, ত্রিভুজের 
কোণ বলিয়া 4 < 180° এবং সেইজন্য 4 < 90°, অতএব sin 4 এর মান 
সর্বদাই ধনাত্মক | 


অনুরূপ প্রণালীতে প্রমাণ করা যায় যে, 
B (৪-০)(৪-৪), , С. /(в-а)(в-Ъ). 
sin $3 A^ sin ° si ар 


৪৬ ত্ৰিকোণমিতি 


37. Sectors SETSAAS Cosine কে SSA 
ভিন alas CS Stal let | 
(To empress the cosines of half angles of a triangle in terms of 
the sides.) 
আমরা জানি, cos À = 9 cos? 4-1 ; 
b? +02 _ a° 
9bc 
= be +b" +e? —a*  (D* + 9be + o°) - a° 
976 2bc 
_(b+c)?-a® _(b+e+a)(b+e-a) 
900 Qbe 


= 2s (2s — да) 
9b — 


9 сов? 4 -1+০5 A=1+ 


`i a+b+c এর পরিবর্তে 95 ধরিয়া) | 


E হাঃ 


xd ira) N A s(s-a) . 
сов? ош p 7০95৯ E 


বর্গমূলের ধনাত্মক মূলটি মাত্র এস্থলে গ্রহণ করা হইয়াছে; কারণ, ত্রিভুজের 
কোণ বলিয়া, 4 < 180° এবং সেইজন্য 4 < 90°, অতএব, cos 4 এর মান 
সর্বদাই ধনাত্মক | 
অনুরূপ Ld প্রমাণ করা যায় যে, 
B= s-b C. /s(s-e), 
Е 


38. кы SECARA Tangent C= 
Zata তিন ales CRS rater] tet | 


tan 4 =sin 4 +cos 


4 
авта, n L33. 36€ 37] 
Ir (в һ)(в е), 
৪(৪- а) 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৪৭ 


অনুরূপ প্রণালীতে প্রমাণ কর! যায় যে, 
B. /(в-с)(в-а) e " -a)(s-b). 
Hora Al Wacy). s tan Sx вс) 
А, В, 0 ত্রিভুজের কোণ 9151, উহাদের mi 180? অপেক্ষা ছোট 


এবং সেইজন্য 4,2, '© এর প্রত্যেকটি 90° অপেক্ষা ছোট; সুতরাং 


C 


tan 1 DITE XR AS NM E 
সমূহে এইভন্যই বর্গমূলের কেবলমাত্র ধনাত্মক চিহ্ন গ্রহণ কর! হইয়াছে। 

3:9. сога ক্ষোণের sine c== Sota =t=<sf=+T= 
al erst | 


gi AO sin = g cos 4 La, / De bis = o. JE sls- i-a). 


sin A= Š V s(s—a)(s—b)(s — e): 


এইরূপে, sin B= Z. J/s(s-a)(s-b)(s-e) 
sin с-2 A/s(s =а)(8-0) (8-е): 


3:10. (=== c>====== (Area of a triangle) | 
АВО ত্রিভুজের যে কোন শীর্ষ 4 বিন্দু А 
হইতে বিপরীত বাহু ВО এর উপর AD 
ay টান। 
AOD ত্ৰিভুজ হইতে, AD = AC sin 
0-% sin 0. 
ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে Д দ্বারা р 


সুচিত করিলে, 
A=1x ভূমি x উচ্চতা 
-31BC.AD = ab sin C. 
এইরূপে, В ও 0 হইতে বিপরীত বাহুর উপর ae টানিয়া প্রমাণ করা 
যায় যে, 
A = be sin А = $ca sin В. 5 
A=tab sin C = {bc sin A= ca sin B, © (1) 


XI—E.M. 16 


৪৮ ত্ৰিকোণমিতি 
অর্থাৎ, ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল -$% দুই বাহুর গুণফল d দুই atus 
অন্তভূতি কোণের sine | 
আবার, A = 200 sin A= 8৪০০০ 2 Ms a(s-b)s-e [ অন্ত, 89 ] 
= ৯ -০) а BARV) 
= /ঠ0৫+৮+০)$(৯+০-).$(০+০-2).&(৮+-০) 
=} J(a- b* c)b- c— aXc-- a— bYa- 5— c) 
= J/2b?c? -2c2a? +2a7b? — a4 - b* - с s) 
আবার, Е পরিব্যাসার্দ হইলে, 
=e sin А = Ibo 


35 [ wx. 82] 


Vr AL TA 7 (4) 


দ্রষ্টব্য £ ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল সুচিত করিবার জন্য 9 অক্ষরটি ব্যবহৃত EX | 
অনুসিদ্ধান্ত 1. (1) হইতে, sin A= a4, sin ৪৮22, sin c- 94 E 


এবং (4) হইতে, m- 200 


4A 
অনুসিদ্ধান্ত 2. অনু. 36 হইতে, 
A. /(в-1)(з-с) _ /(в-Ъ)(з-е) (s-b)(s- c) 
ung " s(s - a) Ni wa-s) (s- bsc) 
= («M -9), 


SUSCI, tan B= neum tan = (s= ale- b), 


-Au (8+ 3 m s(s — a).s(s D = 8(s—a) 
ci (s — b)(s — c) (s — b)(s — c).s(s — a) 4 
B. s(s-b) C s(s-e 
এইরূপে, cot > sb) s cot 5 = Ln. 
311. প্ৰমাণ (ас হুইবে cu, c=r-c=st= fergcor 


(In any triangle, to prove that) 


ত্রিভুজের গুণাবলী ва 


যে-কোন ত্রিভুজ ABO তে, 
১১7 ДРВО S " 
4+810-380 SU ply = 00 (1) 
২৯2 ৮ с. b_sinB "e 


sin А sin B sinO''c sin C 


81604287048 
b—c_sin B-sin C_ 2 2 
হইতে, чаноза 


2 sin Hy COE TA 
Bt*O, B-U A хв 
cot 2 “tan — (8) 
° = 
= cot (oo = 4 а 5-6 [ (1) হইতে] 


p-. tan 20 g Я 
অনুসিদ্ধান্ত। (3) হইতে, স্পষ্টই, 170 ঢু? এইরপে, 


da A-B 
а= enc cid c-a, 
a+b a ae ГГ +a 


9 
Ф]. 1. It a=4 4/3, b=12, 4730", find C the radius of the 
circle circumscribing the A АВС. 
a 2৩০ bsin А. 19.sin 30° 
sin А sin B’ «sin B= dd 4/8 
ләл 5/8, 
7€ 799: 21 


tan —z 


ত্ৰিকোণমিতি 


^. B=60° বা 190°. 
`. B=60° হইলে, C= 180? — (A + B) = 180? - (30° +60°) = 90° ; 
В = 190° হইলে, G= 180° - (А + В) = 180° — (30° + 120°) = 30°. 


ў BUNC _ 4 48 
ав= 24: DC QsinA 24 = 4/3. 


উদ, 2. Ina triangle, a — 7, b=5, c — 8, find A. 
ES ELE PR Mal ыйкы. 
= obo 9.5.8 80: 


Bal. 8. Ina triangle, a=8, b = 10 and с= 14, find tan 4. 
এস্থলে, s= tt te EtOH ; 


5—8716-8-28,s-5-16— cim -6,8-с= 16- টির 


A. JfG-Bs-o.. 
m J s(s— a) mi - e - xS 


উদ]. 4. Ifin a triangle, 
af + b* * c* « b?c? + Qa? (b? + c*), find А. 
a*t +b* + о“  b*c* + 94° (b? + с") = b*c* + 90°? + 90202, 
বা, at + ৮4০05729202 _ 9৮৪০৪ + 95? c? = 909, 


ৰা, (reer. s 3, (উভয় পক্ষকে 4০, দ্বার! ভাগ করিয়া) 


ИУ 
сов 4-223; ss A90", 150°, 


Bai. 5. Show that in any triangle ABC, 
a (sin B- sin C) + b(sin C віп А) + (sin A — sin B) -0. 
বাম পক্ষ (а sin B — b sin A)+ (b sin C —c sin B) 
* (c sin A -a sin C) 


3 ৯১ 
৮১449: [কারণ n" sin B sinc! 

a sin B 7b sin 4, বা, a sin B—b sin 4-0, ইত্যাদি | 
=0. 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৫১ 


উদ]. 6. The sides of a triangle are 2? ^ z-- 1, 9z t1 and 
z^ — 1. Determine the value of the greatest angle. [ O. U. 1910 ] 


ত্রিভুজের বাহু ধনাত্মক 3... 904172 03042 ——3; = (1) 
এবং ш?-1 ধনাত্মক হইবে, সুতরাং, £ এর মান অবশ্যই 1 অপেক্ষা 
Wes | e ~. (2) 


(1) এবং (8) হইতে, z > 1. | 

এখন, z > 1 হইলে, স্পষ্টই (z? +z +1) - (22 + 1), অর্থাৎ, a? - > 0 
এবং (z? +m + 1) - (2° — 1), অর্থাৎ, w+ 2>0; 

^s z + + 1 বৃহত্তম বাহু এবং ইহার বিপরীত কোণটিই বৃহত্তম কোণ। 


_ (x? — 1? + (Qe 1)? _ (02 +241)? 
এই কোণটি o হইলে, cos 0 সপ um 19D z 


„=й ut Rl T. 
9 (9z° + z” — 9z — 1) 3' 
в = 120°. 


উদ]. 7. In any triangle, prove that 
alb cos С — с cos B)= b? — c?. 
বাম পক্ষ = ab cos C ас cos В 
a? +b? – о? cta? -b 
PT ЛАРДЫ ҮРҮҮ} 545 
QU hoe Some OE Lal Ы 
2 2 
= Ha? +b* —c? -c* -a° +b?) 
= 4(2b* - 9c*)=b? — c*. 


=ab 


ФИ. 8. In any triangle, prove that 


EA 2-0, 
(b +c) sin Ç а cos — 


Ong SOS T dn 
sind sinB sin C 
b=2R sin B, c=2R sin C. 


2R; .'. а= 218 sin А, 


৫২ ত্ৰিকোণমিতি 


b+e_2R(sin B+sin C) sin B + sin G 


a 2R sin A sin A 
1070০053750 
hii. а ০০৪ নু 
ain ^ ton 4 
2 2 
_ соз св 250 |: A+B+0=180°; 
0774 
sin ^ cos 4 শত গুনাহ কু =90; 
2n sin PEC c gin (0-4) 
=cos £] 
o Baa 
৯৮৪ 
sin ç 
(b +o) sin dia соз E-O. ( чш দ্বার! ) 


Ba. 9. In any в: prove that 
-০) 85৮৫ g +@-а) tot E 2 +(৫- b) ৪886 2 70: 


বাম পক্ষ= (৮-০) È а 429 — 


= {-c)(s-a) + (c — a)(s 0) + (a - b)(s — o)} 


= ХО - c c7 a*a- B) - la(b — 0) с-а) + ola — DH 


8 
- A =0, 
віп В 
উদ. 10. In any triangle, cos A 2850 
prove that the triangle is isosceles. [ B. H. U. 1950] 
sin В, 


cos 4=% sin О 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৫৩ 


বা, 2sin С cos A=sin B=sin(A4+0) [^ ° A+B+C=2] 
=sin A cos C+cos A sin C, 

বা, sin Ocos A = sin A cos C, 

বা, sin О cos A-sin A cos C=0, 

বা, sin(0—4)-05 v 0s4, 

অর্থাৎ, ত্রিভূজটি সমদ্বিবাহু 1 


উদ. 11. If the sides of a triangle are in A. P., show that 


cot 4 , cote cot 9 are also in A. P, 


cok сеа), cot 5 258—0) ' cot сечат 


es ° $ 7 A 9.24 tao! 
cot 4০০৮ B» cot 9 সমান্তর-শ্রেণীতে থাকিবে, 


s(s—a), s (8 — b) এবং ৪(৪-০) у 
যদি নর একটি সমান্তর-শ্রেণীতে থাকে, 


অর্থাৎ, যদি $0০) + sezo. E হয়, 
» » s-ats—c=2(s—bd) p 

n .»- = q os pb হয়। 

» » ৫+০=% হয়, 

» » a,b,c সমাস্তর-শ্রেণীতে থাকে | 


উদ]. 12. If the cosines of two angles of a triangle be propor- 
tional to the opposite sides, show that the triangle is isosceles, 
[ 0. U. 1924] 


cos a_sinA. 
антет, = 6 аав: 
7. sin А cos В = сов А sin B, 
বা, віп А cos B- cos A sin B=0, 
বা, sin (4-3) =0; <. A-B=0, বা, A=B; 


fazah সমদ্বিবাহু । 


৫৪ ত্ৰিকোণমিতি 


ersten 3 
1. [০৯৪,৮৯3 „/3 and А — 30^, find B. 
2. Ifa=20, ০৯10, 0=60°, find A, Bic. 
8. The sides of a triangle are 340, 266 and 185 ; find the 
tangent of half the greatest angle. 


4. The sides of a triangle are 3, 5, 7, find the sine of the 
greatest angle. 


5. Find the area of the triangle, if 

(i) a=12, b=35, c=87; 

(i) a: b:c=2: 8:4 and s=18, 
In any triangle, prove that 
6. a(sin B —sin О) + (sin C — sin А) + c(sin A -sin B) - 0. 
7. (b+c) cos A+ (c-- a) cos B * (ab) cos C-a b c. 
8. asin A-b sin B=c sin (4 - B). 
9. a sinP C (5 - ০) cos d. 
10. (b+c) cos By сов Be © 
11. asin (B-0)+b sin (0- А) +c sin (4 - B) - 0. 
12. (b*-c* – а*) tan A9 (c - a* — 5?) tan B 

7 (a? +b" — c?) tan С, 
18. bcos В tc cos C 7a cos (B - C). 
14. а cos А +b cos B +c cos C —AR sin А sin B sin C. 
15. а cos (B - 0) + b cos (C— А) + c cos (A — B) 
=8R sin A sin B sin C. 


16 віп (4- В) a "АЫ 
` sin(A*B) ої 


csin (4 p) _ oan Bs 0). b sin (0 - 24). 


17. a*— b* b: с д? 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


29. 


30. 


ত্রিভুজের গুণাবলী . | ৫৫ 


b cos? ç +c cos? В =e ipi +a cos? 


= A 
à Co! ce Ь cos” 


wih ics 


с? =(a—b)? cos? А + (a + b)? sin? g. 


(sa) tan 4 =(s~2) tan = (s- о) tan 0. 


bre 44079 2B a-b 00380 
a ০০92 + TO ou ова т 


(b? — c?) cot A + (02 — a?) cot B + (а? — b?) cot C = 0. 


(৮+০- a) tan =(cta- 2) tan? = (a + b= tan $ 


‚в? (sin? B — віп? O) + 0° (sin*O — sin? A) 


+e? (sin* A — sin? B) =0. 
а (cos? B — cos? C) + b" (cos*O — сов? A) 
+ e° (соз A — cos? B) = 0. 


а? sin (B — ০)+ b° sin (0 — A) , c* sin (4-В) 0 
sin A sin B sin О F 


2 2 -he 
а in 9B + eu sin 20 - 0. 
[ C. U. 1912] 


а sin (B-C) , b° sin (0 — A), с? sin (A - B) -0 
sin В +віп C sin C-*sin A "sin A+ sin В Н 

[ B. Н. U. 1945] 
а cos (B — C) + b° cos (0 — A) + c? cos (4 _ B) = Забо. 

[ Pat. U. 1989 ] 


` 


-° 2. 
buo sin 2445 


৫৬ ত্রিকোণমিতি 


AUR Tasa 
St. 1 tang tang দা 
A. PaO. bre 
32. tan 5 tan 3 bri 
33. a* +b" - gab cos [0+ Z) =o" +0 ао cos (4+ 2) 


=c? +a? — 900 cos [B+ HI 


34 с =b sin C 
cot d কো GAME 
2 9 
35. Ifcos B= sas show that the triangle is isosceles. 


[ B. H. U. 1944 ] 
86. Ifin a triangle, C=60°, prove that 
2a — b= 20 cos В. [ B. H. U. 1949 ] 
87. If the cosines of two angles of a triangle be inversely pro- 
portional to the opposite sides, show that the triangle is either 
isosceles or right-angled. [ C. U. 1998 ] 
38. If (a° +b°) sin (4 - B) -(a* — 5?) sin (4+ B), show that 
the triangle is either isosceles or right-angled, 
89. Prove that, in any triangle, cot A, cot В, cot C are in А.Р. 
if a°, b?, с? are in A.P, LA. U. 1943 ] 


40. Prove that, if in any triangle, tan 4, tan 5 tan g are in 


A. P., cos A, cos B, соз C, are also in A. P. 
41. Ifa=2c and A=30, find the angles of the triangle. 
42. Ifa*+b*+c*=2b"(a? +0") — 24%, prove that 
B=60° or 120°. 
In any triangle, prove that 


48. (i) be cos? 1 * ca сое 2 + ab соз? ç -5*; 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৫৭ 


а? +b + ao 


G) 4 A= cc A+ cot Ë - cot Ó 
(iii) 4 A =a? cot À + b° cot B tc? cot C. 


l1 এ জর 
44. Ilo pus dur show that C = 60°. 


45. The angles of a triangle are " a T. prove that 
be=c? — a?, ca =b? — a, ab c? - b^. 

312. берсесе সলিন্বত্ডেল ব্যানার | 

(Radius of the circumscribing circle of a triangle) 

ABO ত্রিভুজের পরিবৃত্ের ব্যাসার্ধ R হইলে, ws. 3'9 হইতে দেখা যায়, 
а. а ис" 
віп А sinB sin С 

abc abe, 


ы ачаа 
9 віп 4 2bcsin A 4А 


, 


313. есета SISAS (In-cirele) | 

ত্রিভুজের অভ্যন্তরে সম্পূর্ণরূপে অবস্থিত এবং উহার বাহু তিনটিকে স্পর্শ 
করে এইরূপ বৃত্তকে A ত্রিভুজের эре বা অস্তলিখিত বৃত্ত (In-circle বা 
Inscribed circle) বলে | ত্রিভুজের যে-কোন দুই কোণের অন্তঃসমদ্বিখণ্ক- 
wear ছেদবিন্দু এই বৃত্তের CHM! এই কেন্দ্রকে NETTA (In-centre ) 
বলে এবং ইহাকে সাধারণতঃ 1 দ্বারা সুচিত কর! হয়। স্পষ্টই এই কেন্দ্র 
হইতে ত্রিভুজটির যে-কোন বাহুর উপর A 

অদ্বিত wm, ত্রিভূজটির অন্তরা সার্ধ। 


খ্স্তরব্যা সার্ধকে ॥'দ্বারা সুচিত করা 3 I 


314. fece wx 

Sate | е 
মনে কর, I এবং? যথাক্রমে АВО 

ত্রিভুজের অস্তঃকেন্দ্র এবং অন্তর্ব্যাসার্দধ। 

I হইতে ID, IE, IF যথাক্রমে ВО, 

CA ও AB এর উপর তিনটি ae টানা 

হইল | AI, BI, 01 যুক্ত কর। 


৫৮ 


ত্ৰিকোণমিতি 


তাহা হইলে, ID-IE-IF-r. 

AABC= AIBC + AICA + AIAB 
=$BC.ID+}CAJE+4AB IF 
= Far + tbr + tor 
=hr(at+bt+c)=rs. 

A=rs; 


আবার, IBD fags, BD =? cot D: 


এবং ICD fags, DO = r cot с ; 
a-BO- BD DO 


B 0 
=r cot 9 +r cot 2 


=) (cot = +cot 


а Fein DE 
"e 2 2 2 
"DN 
sin 5 sin 


aH 


ত্রিভুজের গুণাবলী 


gel ain 
penta ay üu Dus ২২ 
2৯: 9 
cos — 


9 / 


কিন্ত, a=2R sin A-4R sin 4০০54 


r=4R sin sin P sin ç. ө . (ii) 
আবার, চিত্র হইতে, 
АР= АВ, BD= ВЕ এবং CD=CE ; 
কিন্ত, (AF+BD+CD)+(4E+BF+CE) 
=(AF + BF) +(BD+ CD) +(4E + CE) 
=AB+ BC+ CA —9s. 
AF + BD OD- AB* BF* OE- 2 =s, 
বা, AP+a=s; . AF-s-a. 
GNI, BF=s—b এবং CH=s-c. 
এখন, AIF ত্রিভুজে, IF = AF tan IAP, 


বা, ৮০6৪9) tan 5° 
এইরূপে, r=(s—b) tan z, z - (iii) 


г= (8-с) tan Z 


৫৯ 


315. Sa Secs celeres fasce 


FAS | 
1A, IB, 10 অস্তঃকেন্্র হইতে কৌণিক часи TAT | 


A IAP হইতে, IA = IF cosec IAF 


A 
=r совес». 


"ys", IB=r ০০৪০০, 1С=г 0050০ С. 


৬০ ত্ৰিকোণমিতি 


316. zz (Ex-cirele) | 

ত্রিভুজের যে-কোন এক TAF এবং বদ্ধিত অপর দুই বাহুকে যে T6 
স্পর্শ করে, সেই quos Q ত্রিভুজের বহিৰৃত্তি (Ex-circle I) Escribed 
circle) বলে। স্পষ্টই প্রত্যেক ত্রিভুজের তিনটি বহিবৃত্ত থাকে। ত্রিভুজের 
যে-কোন এক কোণের অন্তঃসমদ্বিখগুক এবং অপর কোণদ্বয়ের যে-কোন 
একটির বহিঃসমদ্বিখগুকের ছেদবিন্দু অথবা যে-কোন ছুই কোণের বহিঃ- 
সমদ্বিখগুকদ্বয়ের ছেদবিন্দু «Сет Cvm (ex-centre), বা, বহিঃকেন্দ্ 
এবং বহিঃকেন্্র হইতে ত্রিভুজের বাহুসমূহের উপর পতিত axe বহি- 
47194 (ex-radius). 


317. বহির্বগসার্জসমুুহ femi 
( To find the ex-radii of a triangle. ) 

A মনে কর, ABO ত্রিভুজের ВО 
বাহুকে এবং বদ্ধিত AB ও 40 বাহুকে 
যে 44580 স্পর্শ করিয়াছে তাহার, 
অর্থাৎ কোণের বিপরীত বহিব efoa 
কেন্দ্র 1, এবং WAG z. I, হইতে 
BO এর উপর এবং বদ্ধিত 40 ও 
AB এর উপর যথাক্রমে 7, D, I,E, 
І.Р «"" অঙ্কিত কর। 

এখন, ,Р=1,Е=1,Ё=т,. 
Aly, ВІ, এবং CB, যুক্ত wq | 

AABC= AI,AB 

+ ALAC- АТ, ВО 

=4AB.L,F+4A0.1,E - ВОІ, 
= For, br, - dar, 
—-Àb-c-a)r, = Mb c a- 23)r 
= 4(9:- 2a)r, = (s — a)r,. 


pum mmy 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৬১ 


এইরূপে, ro, rs যথাক্রমে B এবং 0 কোণের বিপরীত IETT 
ব্যাসার্ধ হইলে, 


T27 এবং ra= 


А 4 
s-b 8-6 
আবার, BD faxa, ZT,BD=y Z DBF тш 
=4(180° - Z B)=90° - $7 В. 


BD=T,D cot T, BD 7157) cot (90° — à B) = I,D tan? 


2 
=r; ton 2. 
ғ d бркан эе 
এইরূপে, 1:03) ত্রিভুজে, CD=1,D tang —7, tan 5 
а= BC= BD + OD =7, (002 er, tan © 
кн; (ton? +9) 
sing sin > 
une 
cosg сово | 
sin B оов 0+ eos 2 sing 
a ¿altupa SSE 1 
cosg бо 
rop T 
4 sin (124 20) 
ach di B J 
сов ^9 созо 
০০৪4 
ay 
cosy соз о 


p sin (38+ 30)=sin (90°- 4)-4] 


৬২ ত্ৰিকোণমিতি 


= B 81447 
7,7008 с C085 3 
ইহাতে a=2R sin A-4R sing cos d বসাইয়া, 
LO Ве 
T4 = 4R sin 2 cos y C08 5 Ц 
(2) 
এবং rg =4R sin 5 cos cos $- 
আবার, AE=AC+CE=b+CD, [^ CE-CD] 
এবং AF=AB+BF=c+BD; (^^ BF-BD] 
few AE-AF; 
যোগ করিয়া, 2AE-b-c-0D-BD-b*c* BC 
-৮+০+৫- 93 ; 
З СЕ -s. 
এখন, AT. E ত্ৰিভুজে, 1„Е= АЕ tan L, AE ; 


এইরূপে, To =4R sin cos $ cos Ç ; N 


A 
T4 -7stany» 


Li 


এবং та =вїап E. 


318. асвет হইতে ক্ষৌশিক AZAA 


т=9 | 
1,4, LB, LO wera т, হইতে কৌণিক REI maç | 


এইবূপে, eg аз © (8) 


A LnAF হইতে, PA = eosee d 
LA ming фсе BER ө» Boos 2. [(9) এর সাহায্যে ] 
АВ o. By MS 
A L,BFz£cs, Í Ds ০০৪০০ (90 5 ) =s00 2; 
1,B=r; sec 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৬৩ 
FRAT প্রণালীতে I, এবং Т, হইতে কৌণিক брин qaq fadt 


করা যায়। 


উদ]. 1. Prove that s(s — a) tan 4_ A. 


r=(s—a) шп. 


2 


s(s — a) tan 4 =sr= (a+ b+ c)r 


=tar+1br+lor= A. 


Фи}. 2. Prove that, in a triangle ABC, 


: 4Rrs=abe. 


©], 8. Prove that s=4R cos 4 cos в ০০৪৫ 
দক্ষিণ পক্ষ =48, / 570 %-Ё, fae) 


উদ. 4. 


bc са аЬ 
= = a/s(s—a)(s— bs —о) 


4778 abe 


гоша 
* ৪০৫১৬৫০১2০৫ 
=s, Í 
Prove that Wl. t, 
FQ Ts TT 
йй, <р 1 66 
= Et #—0 
paneer AY A 
58570০4৮1০5 l, 
A AC 


XI—ZE.M. 17 


ত্ৰিকোণমিতি 


উদ. Б. Ina triangle, prove that 


Triora = Д? and s" 1৫18 b Tar V Tas. 
[ C. U. B. Sc., 1954 ] 


ПАА ОА УА 


3 5-as-bs-c 
AL ee РЕЛ 
A* (e-als-ble- 2 37A 
7372 ters trar, 
A LARA A 


$—as—b s-bs—-c s-cs-aG 


тту? з? = 


2 1 1 1 ^ 
4 ls = a)(s - b) = b)(s — c) + (s-cXs- 9) 
=s(s — a)(s — b)(s — с) 
1 1 1 
*(76-5+6-86-7+6-75-91 
=s(s— c) +(5— a) + sls — b) 


=s(s—c+s—ats—b) 
=s{3s — (a + b + c)} = s(8s — 2s) =s.s=5°. 


Gel. 6. In any triangle, prove that 


1 22 1 
= + as লিসা [ B. H. U. 1948, '56 ) 
26485 ШО ddp pus abc 
SINN abc ас ААВ ৮১৫: 4A | 


oS! -5 [- -4] 
2RA an^ Tee যা 


উদ. 7. Prove that cos A + сов B cos С=1+р 
А+В+0=д; 


cos A + cos В + сов О = 1+4 sin 4 sin 7 sin С. 


ত্রিভুজের গুণাবলী, ৬৫ 


এখন, r=4R sin 4 sin P sin 9, 
Оа аи 
বা, R 4 sing sing sing i 


cos A + cos В + cos GEIE Ai 


©]. 8. Prove that r, ++, +r, -r=4R. 


— (s — a)(s — b)(s — e) 


= д8 5 b)(s — с) + sls — c)(s — a) + sls — a)(s — b) 
s(s — a)(s — b)(s — c) 
— (a + b+ c)s? + abe. 
=A As 
Wr E + abc 
= E e AR. 


উদ. 9. Prove that (r4 -7)02 - "(rs - 7) = 41379, 


[ A. U. 1949] 
wb T 


EE 


в 
Aaa ma aed 


= A" abo _ Aabe 
GAS ee 
"ta ena (Dy [72875] 


-4Rr*. 


৬৬ ত্ৰিকোণমিতি 


Bri. 10. Prove that a cot А +b cot В +c cot C=2(R +7). 


cos A + cos B ‚сов C 
sin A sin B sin C 


বাম পক্ষ = а 


a b ৫ 
sin 4 ০০৪ Ata cos B 760 cos O 


=2R cos À + 2R cos B+2R cos C 


=2R (cos А + cos В + cos C)= orf 2j [উদা, т হইতে] 


Gel. 11. Prove that 


(পন 


ГА, U. 1938] 


wmm - (KK alae 


a b c _abe abc 1 
Aà N: A CAS CAPAS 
1 


„АЕ yá  16R ` MBE 
pagan дуї; r*(95) (а +b о)? 


©]. 12. If SR = a? +b" 402, prove that the triangle is right- 
angled. ; 
a=2R sin A, b=2R sin B, c=2R sin C ; 
88% = 4R* (sin? A + sin*B + sin*C) 
= 415, (242 cos A cos B cos 0), 


[অভেদের অধ্যায় z< ] 
2=2+2 cos А cos B cos О; 


cos A сов В cos C720; .`. cos A, cos B ЭЧ cos C0 ; 
A, অথবা! B অথবা C = 90°, 


ব, ара সমকোণী। 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৬৭ 


Bai. 13. The lengths of the perpendiculars from the circum- 
centre of a triangle ABC on the sides BO, CA, AB are respec- 
tively pi, ра, Ds. Show that, 

KP OL abc . A 
Pı Pa Ps 4DiDoDs 

চিত্রে s পরিকেন্দ্র, SP, SQ, ST 
বাহুত্রয়ের উপর লম্ব। তাহা হইলে, 

SP-p, SQ=ps ST=ps VA e 

এবং ZBSC=24 বলিয়া, B C C 

ZBSP= ZA, 
এবং এইরূপে, ZOSQ- LB ও LAST- ZC. 


স্পষ্টই, р, = В cos A, pa = R cos B, py = E cos О SE" 
এবং tan A=; tan B= এ бес -. (9) 


2, 2р» 2рз 
в b в 

Pi 24 qur Lm. ও + Beco [৫) হইতে] 
_ 273 sin A , 2B sin B 4978 sin C 


ReosA Recos B ` B cos G 

= 9(tan À +tan B +tan G) 

= 9 tan A.tan B.tan C 

[A+B+ Can বলিয়া? অভেদ অধ্যায় T ] 
ре ра 

7 2 ap. Ops Ops [(2 হইতে] 
abe . 

T 1рурар»в 


erste 4 


1. Ina triangle АВО, AB=1400 ft, AC= 1300 ft. and ZA 


= 60°, find the area. 
9. Ifthe area of a triangle be 6 sq. miles and two sides be 
8 miles and 5 miles, find the other side. 


৬৮ ত্ৰিকোণমিতি 


9. Find the sides of a triangle ABO, given a:b: c=8:4:5, 
and the area of the AABC=24 sq. ft. 

4. Find the radius of the in-circle of a triangle whose sides 
are 4, 5 and 7. 

5. The sides of a triangle are 5 ft., 8 ft. and 5 ft. Prove 
that two of the escribed circles are equal. [ €. U. 1918 ] 

In any triangle, prove that 


6. sin A+sin B+sin б=-= 


1 та Ta =o cot о. [ A. U. 1946 ] 
PE a atA, 7 
об tan 2 [ A. U. 1947 ] 


9. A-i(a* sin 2B +d? sin 24). 


„Ёё ot vgl M 4 
10. A=" ГҮҮ, 11. A-rr,cot =" 
12. A=4Rr cos А сов 2 соз 0 . 


18. A-2 sin A sin B sin C. 


a Зри сз 
14. cot A cot В+ cot C= AA 


15. — + + 0. 
Le Ys rs 
4 B "n^ 
16. s=4R cos 2০০৪ 3c 52 
17. A=r* cot $ cot 2 cot C. 


18. a cos А +} cos B + c cos c - 25. 


19. a cos B cos C * b cos C cos А + c cos A cos B= 2. 


ত্রিভুজের গুণাবলী ৬৯ 


টি 2: 
20. bc + са * ab 2Rr 
2 
21. (2 qug lm 1) аана 
HEAL TEES T Wi. Ta Tay" 
(ra + ra)(ra rs + та), 
Tats 77870. T Tala 
28. +, (re +73) 69990 4 =, (rs +11) cosec B 
= ra (у, +12) cosec C. 
94, $984 „ов Ву cos C. a sin A +b sin B +c sin C, 
4 a b с 4А 
25. If r,=re +7, +7, prove that the triangle is right-angled. 
20. If (1 - a)(i - n) = 9, show that the triangle is right- 
29 3 
angled, 
27. In any triangle, prove that the area of the in-circle: A 
=n: cot $A cot $B cot 3C. 
28. Ti, у, г be the three heights of a triangle, prove that 
ҮКӨМ aiia d 
x y E Ya ҮЙДҮ 
29. The distances of the three vertices A, B,C of a triangle 
АВО from the ortho-centre of the triangle are respectively v, 7 
and z, show that 


22. 478 


a b с abo 
ety туг 
80. Ifthe distances of the three vertices A, B, 0 of a triangle 
АВО from the in-centre be respectively z, y and z, prove that 
тарс = sxyz. 
31. If A be the area of the in-circle and /১3) As, As be the 
areas of the 5১ ue p P" 


ie M 1 ঠা VAS 
32. Show that the radius of the circle passing through A and 
touching BC at its middle point is 
9(b* +") at, 
8b sin C 


ase Sets 
লগারিদূম ও ব্রৈকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার 


( Use of Logarithmic and Trigonometrie Tables ) 
4.1. 121 ре ও তৈক্কোণনমিভতিক efe | 


Table I. সাধারণ লগ-তালিকা__এই তালিকায় 10 হইতে 10000 পর্য্যন্ত 
সংখ্যার লগারিদূম দেওয়া আছে। ব্যবহারের নিয়ম দশম শ্রেণীতে আলোচিত 
হইয়াছে। C 


Table IL. আযার্টি-লগারিদ্ম-তালিকা__এই তালিকার সাহায্যে প্রদত্ত 
লগারিদ্ম হইতে উহা কোন্‌ সংখ্যার লগারিদ্ম তাহা নির্ণয় কর! যায়। 
এই তালিকার ব্যবহারও দশম শ্রেণীতে আলোচিত হইয়াছে। 

Table IIT. Natural Sines and Cosines Table— 

এই তালিকায় 1’ অন্তর, 0° হইতে আরম্ভ করিয়া 90° পর্যন্ত কোণসমূহের 
sines এবং cosines দেওয়া আছে। লক্ষণীয়, একই তালিকায় sine এবং cosine 
উভয়ই দেওয়া WE! Sino এর কোণগুলির উপরের qafiy হইতে ক্রমে 
ডানদিকে এবং নীচের দিকে বাড়িয়া গিয়াছে, আর cosine এর কোণগুলি 
নীচের ডানদিক হইতে আরম্ভ হইয়া উপরের বামদিকে বাড়িয়া গিয়াছে। 
তালিকার উপরে লেখা আছে Natural sines এবং নীচে লেখা আছে Natural 
cosines, তালিকার প্রধান অংশে 10° অন্তর wer কোণের sine এবং 
cosine দেওয়া আছে। ACT Mean difference অংশের সাহায্যে 1' অস্তর 
RUI কোণের sine এবং cosine পাওয়া যায়। তালিকা দেখিবার সময়ে 
মনে রাখিতে হইবে, কোণ 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত বাড়িয়া চলিলে sine এর 
মান ক্রমশঃই বাড়ে, 1S cosine এর মান ক্রমশঃই কমে। ATI Mean 
difference-WCET মান sine নির্ণয়ের সময়ে যোগ করিতে হয় আর cosine 
নির্ণয়ের ama বিয়োগ করিতে হয়। 

মনে কর, sine 25° 44 নির্ণয় করিতে হইবে । Sine বলিয়া একেবারে 
বামপার্খের we উপরের দিক হইতে আরম্ভ করিয়া নীচের দিকে আসিয়া 
25° বাহির করা হইল ; এ সারিতে মাথার 40’ এর নীচে আছে 043313 ; 
পরে এ সারিতেই মাথার উপরের Mean difference-wgsfə 4 এর чч 


লগারিদ্‌ম ও ট্রকৌণমিতিক তালিকার ব্যবহার ৭১ 


আছে 105. তালিকাটিতে দশমিক বিন্দুর পরবর্তী পঞ্চম অঙ্কটির আসন্ন মান 
গ্রহণ কর! হইয়াছে fem অর্থাৎ উহাতে সন্নিবিষ্ট সকল সংখ্য! পাচ দশমিক 
স্থান পর্য্যন্ত শুদ্ধ বলিয়া 105 কে মনে করিতে হইবে 00105. 
сіт sine =0°43313 + 00105 
= 0743418, 

মনে কর, cos 44°48" নির্ণয় করিতে হইবে | 

ডানদিকের ডিগ্রী-চিহ্িত wer নীচের দিক হইতে আরম্ভ করিয়া 
উপরের দিকে আসিয়া 44° বাহির কর! হইল ; এ সারিতে নীচের 40' বরাবর 
আছে 0"71191; পরে ওঁ সারিতেই নীচের Mean difference এর Besar 
8’ এর স্তম্ভে আছে 168; 

сї cosine = 0"71191 — 00163 
= 0'70958. 

Table IV. Natural Tangents এবং Cotangents Table— 

এই তালিকায়ও 1 অন্তর 0° হইতে আরম্ভ করিয়া 90° পর্য্যন্ত কোণসমূহের 
tangents এবং cotangents দেওয়া আছে। tangent এর কোণগুলি উপরের 
বামদিক হইতে ক্রমে ডাইনে এবং নীচের দিকে বাড়িয়া গিয়াছে। তালিকার 
উপরে লেখা আছে Natural tangents এবং নীচে লেখা আছে Natural 
cotangents. তালিকার প্রধান অংশে 10' অন্তর অন্তর কোণের tangent এবং 
cotangent দেওয়| আছে। পার্শ্বে Mean difference অংশের সাহায্যে 
l' অন্তর অন্তর কোণের tangent এবং cotangent পাওয়া IAI মনে 
রাখিতে হইবে, কোণ 0° হইতে 90° পর্যন্ত বাড়িয়া চলিলে tangent এর মান 
ক্ৰমশঃই বাড়ে, কিন্ত cotangent এর মান ত্রমশঃই কমে। সেইজন্য Mean 
difference-WC9T মান tangent নির্ণয়ের সময়ে যোগ করিতে হয় এবং 


cotangent নির্ণয়ের সময়ে বিয়োগ করিতে হয়। 
উদ্দ.। tan 58°37’ =0'63185 +`00746 
=0°63931, 
cot 64°48" = 0°47341 — "00286 
=0°47055. 


Table V. Logarithmic Sines and Cosines Table— 


লগারিদ্মিক sine 0 এবং cosine ৪ এর অর্থ 10 +108 sin 0 এবং 10+ 
log cos 0 এবং ইহাকে T, sin 0 এবং Г cos 0 রূপে লেখা হয়। Table V এ, 


ч ত্রিকোণমিতি 


Mean difference-wcea সাহায্যে 1 অন্তর 0° হইতে আরম্ভ করিয়া 90° 
পর্য্যন্ত কোণসমূহের লগারিদ্‌মিক sines ও cosines নির্ণয় কর! যায়। ব্যবহার- 
পদ্ধতি sine এবং cosine তালিকারই অনুরূপ | Lsind র সময়ে Mean 
difference যোগ করিতে হয় এবং L eos 0 4 সময়ে Mean difference 
বিয়োগ করিতে ex | 
এখন, যে-কোন কোণের sine এবং cosine এর ARAMA 1 অপেক্ষা 
বৃহত্তর নহে, 0° হইতে 45° পর্য্যন্ত কোণসমূহের tangent এবং 45° হইতে 
90° AUG কোণ্সমূহের cotangent 1 অপেক্ষা FEST! অতএব, ইহাদের 
লগারিদ্ম aasi তালিকার যাহাতে এই খণাত্মক মানগুলি না আসে, 
সেইজন্য ত্ৰিকোণমিতিক অন্গপাতসমূহের লগারিদ্ম এর সহিত w 10 যোগ 
করিয়। তালিকা প্রস্তুত কর mW | 
উদ্ীহরণ। [ sin 65°18 
=9'95786 +°00046 = 995839. 
L, cos 54°87 
= 976395 — 00124 = 9' 76271. 
Table VI. Logarithmic Tangents and Cotangents Table— 
এই তালিকায়ও 1' অন্তর অন্তর 0° হইতে 90^ 705 লগারিদ্মিক 
tangents এবং cotangents এর মান দেওয়া আছে। লগারিদ্মিক tangents 
এবং cotangents কে L tan 0 এবং L cot 0 রূপে লেখা হয় এবং উহাদের অর্থ 
যথাক্রমে 10 +log tan 0 এবং 10 +105 cot 0. ব্যবহার-পদ্ধতি পূর্ব 94 
তালিকারই ЫЫТ; মনে রাখিতে হইবে, এক্ষেত্রেও লগারিদ্মিক, tangent- 
তালিকায় Mean difference যোগ করিতে হয় এবং লগারিদ্মিক cotangent- 
তালিকায় Mean difference বিয়োগ করিতে হয়। 
উদাহরণ | 
L tan 48°35’ = 1005319 +0°00127 
= 1005446. 
L cot 44°98’ = 10'01011 — "00202 
= 10700809. 
42. সমান্তুপাতী se-fafz (Principle of Proportional 
Parts) | 
অতি ক্ষুদ্র রাশি অন্তর www কোন চলরাশির মান এবং উহার কোন 
অপেক্ষকের অনুরূপ মানসমৃহ তালিকাবদ্ধ করিলে দেখা যায়, চলরাশির মানের 


লগারিদ্‌ম ও ত্রৈকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার ৭৩ 


অতি ক্ষুদ্র পরিবর্তনের জন্য উহার অপেক্ষকের অন্ুরূপ মানের যে পরিবর্তন হয় 
তাহা চলরাশিটির মানের ক্ষুদ্র পরিবর্তনের সমানুপাতী । ইহাই সমানুপাতী 
অংশ-বিধি নামে খ্যাত। 


প্রমাণ পাঠ্যতালিকা-বহির্ভূত, কিন্তু প্রয়োগ-বিধি প্রয়োজনীয়। নিম্নের 
উদাহ্রণসমূহ হইতে প্রয়োগ-বিধি aro হইবে | 

উদ. 1. Given log 49765 = 46969240 and log 49766 = 4°6969327, 
find (i) log 49°7658 and (ii) the number whose logarithm is 
3°6969282. 

() স্পষ্টই log 497658 এর মান log 49765 এবং log 49766 এর 
মধ্যবর্তী হইবে। আরও CHA যায় 4976578 সংখ্যাটি 49765 অপেক্ষা '8 
অধিক। 

এখন, log 49766 = 4:6969397 

এবং log 49765 = 46969240 

1 বুদ্ধির জন্য WBA = "0000087 ; 
в বৃদ্ধির জন্য অন্তর = 0000087 x `8 
= 00000696 ; 
log 497658 = 46969940 + 00000696 
= 4696930906, 
log 491658 = 1769693096 i d 
= 16969310 (7 দশমিক স্থান পৰ্য্যন্ত আসন্ন যান)। 

(i) যে সংখ্যার লগারিদ্ম 4'6969989, তাহাই প্রথমে নির্ণয় করিতে 
হইবে। | 

এখন, 40969292 সংখ্যাটি 46909240 এবং 46969327 এর মধ্যবর্তী। 
অতএব, 46969282 যে সংখ্যার লগারিদ্ম তাহা অবশ্যই 49765 এবং 
49766 এর মধ্যবর্তী হইবে। 


মনে কর, এই নির্ণের সংখ্যাটি = 49705 +2. 


এখন, log 49766 = 46969327, ... ec (D 
log 49765 = 46969240, ... © (2) 
এবং log 49765 +2 = 4°6969282 ... . (3) 


(1) এবং (2) হইতে 1 বৃদ্ধির জন্য অন্তর “0000087, ( সংক্ষেপে, 1 বৃদ্ধির 
wg অন্তর 87) 


৭৪ ত্ৰিকোণমিতি 


(9) এবং (3) হইতে zx বুদ্ধির জন্য অন্তর 0000042, (সংক্ষেপে, z বৃদ্ধির 
অন্য অন্তর 42 ) 


অর্থাৎ, অন্তর বুদ্ধি বা, অন্তর বৃদ্ধি 


`0000087 1 87 1 
0000042 æ 42 z 
70000049. 42 
“0000087 ^ 87 O 48--- 


`. log 4976548 = 46909989. 
এখন, 36969982 এবং 46969989 এর অংশক একই; অতএর উহার! 
যে সকল সংখ্যার লগারিদ্ম তাহারা একই ক্রমে সজ্জিত একই অঙ্কসমূহ দ্বার! 
গঠিত। Boat 36969289 যে সংখ্যার লগারিদ্ম সেই সংখ্যাটি অবশ্য 
4976548 সংখ্যাটির উপযুক্ত স্থানে দশমিক বিন্দু বসাইয়া পাওয়া যাইবে । 
এখন এক্ষেত্রে পূর্ণক 3 ; 
নিৰ্ণেয় সংখ্য! = 7004976548. 
©]. 2. Given sin 62°95’ = 8863383 and sin 62°24’ = ‘88692036, 
find sin 69°%94'35", 
sin 62° 25’ ="8863383 
sin 62° 24’ ='8862036 
1 বা 60” এর 99 অস্তর = 0001347. 
857» » ৮0001847535 _ 100007857... 
sin 62° 24’ 35" = '8862036 + ‘00007857... 
—'88693917... ="8862822, 
©]. 8. Given cos 20°13’ = "9883925 and cos 20° 14’ = ‘9382920, 
find cos 20° 13’ 45", 
এন্থলে, 20° 18 45" ও 20° 13’ এর «93 45", 
এবং 1/ বা 60” এর জন্য অস্তর 9363995 — 9382930, 
অর্থাৎ, "0001005. 


কোণের অন্তর cosine এর মানের অন্তর 
60" "0001005 
45" x 


= 000007537... 


= 0001005 x 45 _ 0001005 x 8 
60 4 


লরগারিদ্ম ও ত্রিকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার ৭৫ 


এখন, কোণের পরিমাণ বৃদ্ধিপ্রা্ত হইলে, উহার cosine কমে ; 
cos 20° 13’ 45" = 09383995 – 0'00007587--- 
= 093831713 =0°9388171. 
©]. 4. Given cot 6° 28'=8'8225186 and cot 6° 29 
= 87996446, find cot 6° 981 25". 
azra, কোণের পরিমাণ 1' বা 60" বাড়িবার জন্য cotangent এর মান 
(88925186 — 87996446) T '0928740 কমিয়া গিয়াছে; 
কোণের পরিমাণ বৃদ্ধি cot এর মান হ্রাস 
60" 10998740 
95" т 
а= 0298740 x 20 _ ‘0953083... 


cot 6° 98’ 25" = 88925186 — ‘00953088 
81819981717 =8'8129878. 


উদ, 5. Given T sin 44° 24’=9'8448891 and L sin 44° 98’ 
=9'8447601, find L sin 44° 23’ 40" and L cosec 44° 93! 40". 
L sin 44° 94 =9°8448891 
L sin 44° 93' = 9'8447601 
1 বা 60” এর জন্য অন্তর = "0001290 (বা সংক্ষেপে, 1290 ) 
কোণের অন্তর উহাদের লগারিদ্মিক 
sine এর মানের অন্তর 
60" “0001290 
40” m 
æ = 00019290 х $8 = `0000860. 
Т, sin 44° 93' 40" — 98447601 + ‘0000860 
= 08448461. 
এখন, Г cosec 44° 23' 40" 
= 10 +1од cosec 44° 931 40" 


= 10 + log (= 1 PG ay) =10 +log 1—log sin 44° 93 40" 
- 10 — log sin 44° 93' 40"=10+ 10—10 — log sin 44° 23 40" 
=90-(10 + log sin 44° 93' 40") = 20 — L, sin 44° 231 40" 

= 90 – 9'8448461 = 10°1551509. 


ay ত্ৰিকোণমিতি 


উদ. 6. Given L sec 39° 21' = 100732486, and L sec 39° 20’ 
71070731686, find the angle of which the tabular logarithmic 
secant is 100739196. 

L, sec:32° 21’ = 100739486 
І, sec 32° 90' = 1070731686 
1’ 41 60" এর জন্য অন্তর = 00008. á 
আবার, 10°0732126 - 10`0781686 —'000044 
-. লগারিদ্মিক সেকাণ্ট এর মান বৃদ্ধি কোণের পরিমাণ বৃদ্ধি 


00008 60” 
‘000044 z 
= 000044, (t = 39" 
2=:00008 "90 739". 


নির্ণেয কোণ = 39° 20’ 33”, 


Bel. 7. Find the value of 
sin 58° 39” х cos 98° 5’ 


cot 67° 19° 


given IL sin 61° 55’ — 99455985, 
L, cos 81° 21' = 9'9814605, 

Г cot 22° 41' = 10°3788577 

and log 180°3 =9'9559167. 


মনে কর, নির্ণেয় মান = z, 
t = sin 58° 39' x cos 98° 5’ x tan 67° 19’ 
= cos (90° — 58° 39’) x sin (90° - 98° 5 08 eot (90° - — 67°19’) 
= cos 31° 21’ x sin 61° 55’ х cot 99° 41’, 
log 2 = 108 cos 31° 21’ + log sin 61° 55’ + log cot 22° 41’ 
= Leos81 91-10 = 9°9314605 ~ 10 
+ L, sin 61° 55' - 10 + 9'9455985- 10 
+ L, cot 22° 41' - 10 + 102788577 — 10 
^ 90125591067 — 30 
= 0'2559167 
= log 1'803. 
æ= 1'803. 


লগারিদ্ম ও ত্রকোণমিতিক তালিকার ব্যবহার 


Bel. 8. Solve for 0, if sin 0 = 04919, 
given log 2 = 3010300, 
log 3°07 = 0°4872685, 
L sin 29° 25’ = 9°6912205, 
L sin 29° 26’ = 96914445. 
sin 6=0°4912 ; 
log sin 0 — log 0'4912 
4912 
= 108 10000 
= log (16 х 307) - 4 log 10 
=log 2* +105 307 - 4 
=4 log 94104 307 —4 
= 4 х'3010300 + 24872685 — 4 
= 1'9041900 + 2'4872685 - 4 
= 96913885 - 4 = 16918885. 
L sin 0 = 10 + log sin 0 = 10 - 1-- 6913885 
= 9'6913885. 


= log 4919 — log 10* 


৭৭ 


96913885 সংখ্যাটি 96919205 ও 96914445 এর মধ্যে অবস্থিত 
বলিয়া, উহা যে কোণের L sine তাহা, অর্থাৎ, 0 অবশ্যই 29° 25 এবং ' 


99০ 26' এর মধ্যে অবস্থিত হইবে 1 
মনে কর, 0= 99° 25' 2". 
এখন, 9'6914445 = L sin 29° 26' 
9'6919205 = L sin 29° 25” 
‘0002240 = 1” 41 60" এর GI অন্তর 
এবং 9'6913885 = Г sin 29° 25" a" 
96912205 = D sin 29° 25' 


0001680 = z” এর জন্য অন্তর 
. в ,_%001660_168. . 19960. 
at moz нету ER 


6=29° 25' 45". 


৭৮ ত্ৰিকোণমিতি 


grasia 5 
Find, from the tables, the values of : 
1. sin 60° 281. 2. cos 38° 42, 
8. tan 25° 251, 4. cot 65° 45’, 
5. вес 26° 21’. 6. cosec 55° 15. 
Find the values of : 
7. І sin 36° 35'. 8. L cos 72° 281. 
9. (а) L tan 45° 35’, (b) L cot 22° 41’. 


10. If L eos 0= 95652, find 0 to the nearest minute. 

11. Given log 23512= 4'3719896 and log 23513 = 4°3713080, 
find log 235126. 

12. Given log 4350 =3'6384893 and log 4351— 36385891, 
find log 43501 and log '435. 

13. Given log 23454 = 43702199 and log 23453 = 13701984, 
find log 234'535. 

14. Given log 33814 = 35990965 and log 33813 = T 5290837, 
find the number of which the logarithm is 35290898. : 

15. Given log 8=0'4771213, log 74008 = 4'8692787 and diff. 
for 1= 59, find the 20th root of '00243. 

16. Given sin 69° 24’ 208862036 and sin 62° 95' «8863383, 
find sin 62° 24’ 40". 

17. Given tan 49° 35' = 111743038 and tan 49° 34’ = 11736120, 
find tan 49° 34’ 40". 

18. Given cos 40° 47’ = 07571851 and cos 40° 48’ = (7569951, 
find the angle whose cosine is `7570711. 

19. Given cosec 34° 27’ = 1°7677625 and соѕес 34° 98' = 
17670133, find the angle whose cosecant is 17672006. 

20. Given 77810. 5° 95° = 89749694 and L sin 5° 26'= 
89769996, find L sin 5° 25’ 38". 


লগারিদূম ও ত্রৈকোণমিতিক তালিকা ব্যবহার c ৭৯ 


21. Given D sin 87° 43’ 50”-9'7867159 and L sin 37° 44’ 
= 9°7867424, find L sin 37^ 491 56". [ C. U. 1910] 


22. Given L cos 42° 25’=9'8682088 and L cos 492° 26 = 
9°8680234, find the angle whose L, cos is 98681318. 


23. Given L tan 79° 51’ 40" = 107475657 and L tan 79° 51’ 50" 


= 10'7476872, find the angle whose L tan is 10°7476532. 
[ €. U. 1921] 


24. Given L cot 68° 52’ 50"=9'5868773 and difference for 
10° = 0000626, find the angle whose L cot is 95868939. 
95. Prove that L sin б + L cosec 0 = Т; cos 0 + L, sec 0 = L tan 9 
+ L, cot 0 = 90. 3 f 
96. Provethat (1) L sin 0- L cosec 0 — 2 log sin 0, 
(ii) L; cos 0- Г sec 0—2 log cos 0 
and (iii) L tan0- L cot 0—2 log tan 0. 
97. Given L cos 36° 921 = 99059247, find L sec 36° 22’. 
28. Given L sin 61° 55/- 994560 and Г cos 61° 55' - 9673281, . 
find L tan 61° 55’. . 
29. Find the value of 
sin 67° 14’ x cos 38° 26, 
tan 47° 24 
given L sin 51° 34' =9°8939458, 
L cos 22° 46 = 9'9647726, 


= 
ж УА 


L tan 49° 86! = 9'9635740, Library < 
- my 4 
and log 6649 = 38229924. à 3% w 
30. Solve for 0, if tan 0="981, FER. ক. 
Е ACT JU, Calcutta > 
given log 8 = 0'47712, A re <° T 


log 10°9 = 103743, 
L tan 44° 27’ = 999106 
diff. for 1' 25. 
XI—E. M. 18 


Faq SSS 


ত্রিভুজের সমাধান 


( Solution of Triangles ) 


5'1. бербесе ANAN | 
কোন ত্রিভুজের তিনটি বাহু ও. তিনটি কোণের প্রত্যেককে ত্রিভুজের এক 
একটি অন্গ (clement) বলে। ত্রিভুজের এই সকল অঙ্গের পরস্পরের মধ্যে 
কৌন-না-কোন সম্পর্ক থাকে। এইজন্য এই অঙ্গসমূহের মধ্যে সাধারণতঃ 
যে-কোন তিনটি দেওয়া থাকিলে অবশিষ্ট তিনটি নির্ণয় করা যায়। প্রদত্ত 
অঙ্গসমূহ হইতে অবশিষ্ট অদসমূহ নির্ণয়ের এই প্রক্রিয়াকে ত্রিভুজের সমাধান 
বলে। ..' 
ত্রিভুজের সমাধানের জন্য যে-কোন তিনটি অঙ্গ দেওয়া থাকিতে পারে : 
(i) তিনটি বাহু, 
(ü) তিনটি কোণ, 
(iii) দুইটি কোণ এবং একটি বাহু, 
(iv) দুইটি বাহু এবং উহাদের BUSS কোণ, 
(у) দুইটি বাহু এবং উহাদের একটির বিপরীত কোণ। 
ইহাদের মধ্যে দ্বিতীয় ста ছাড়া সকল ক্ষেত্রেই ত্রিভুজের যথাযথ সমাধান 
মম্তব। কিন্ত দ্বিতীয় ক্ষেত্রে ত্রিভুজের সমাধান করিয়া! কেবলমাত্র বাহুগুলির 
অন্ুপাতই পাওয়া যায়; বাহুগুলির যথার্থ দৈর্ঘ্য জানা যায় না। 
52. eres ভিনটি ste হইতে басота siena | 
কোন ত্রিভুজের তিনটি বাহু a,b, с দেওয়া থাকিলে ত্রিভুজের কোণ 
তিনটি নির্ণয় করা যায় ; তৃতীয় অধ্যায়ে আমর! দেখিয়াছি : 
b? + c? = a 


(1) cos A= 9bo 


(3) sin A= È Jsls- as 008—0), যেখানে д =а+Ь+с, 


a 14 7:1/8-0$-9), 
(3) sino E to 


ত্রিভুজের সমাধান ৮১ 
(4) ৩০৪ = МА tea), 
A. /в—Ь)(5- Ь)(з — с). 
(8-а) 
এই সকল স্বত্রের যে-কোনটির সাহাধ্যেই A কোপটিকে নির্ণয় কর! যায়। 
অনুরূপ VATA সাহায্যে B ও 0 এর মান নির্ণয় করা যায়। 


দ্বিতীয় wa হইতে A কোণ নির্ণয় করিতে গেলে 0 হইতে л এর মধ্যে 
A কোণের দুইটি মান পাওয়া যাইবে । কারণ, sin A=sin দে А). T, 
এই সুত্র ব্যবহার করা চলে না। 


প্রথম KAI সাহায্যে cos A এর মান জানা যায়। 0 হইতে л 43 মধ্যে 
প্রত্যেক কোণের কোসাইন স্বতন্ত্র বলিয়া! এক্ষেত্রে কোসাইন-তালিকার সাহায্যে 
A কোণের কেবলমাত্র একটি মানই পাওয়া যাইবে । এদিক দিয়! প্রথম স্থত্রের 
ব্যবহার যুক্তিযুক্ত | কিন্তু cos A এর মানি নির্ণয়ে লগারিদূমের ব্যবহার খুব 
সুবিধাজনক নহে । а, 5, ০ এর মান বড় হইলে প্রক্রিয়াটি দীর্ঘ এবং সময়- 
সাপেক্ষ হইয়া পড়ে । এইজন্য কেবলমাত্র a,b,c এর মান ক্ষুদ্র হইলে এই =a 
ব্যবহার করা যায়। 


অবশিষ্ট স্বত্রগুলি হইতে লগারিদ্‌মের সাহায্যে সহজেই 1 মান 
জানা যায়। 


বিভিন্ন তালিকা হইতে এই কোণের যে মান নিরূপণ করা হয়, অধিকাংশ 
ক্ষেত্রে তাহার সকল WAS আসন্ন মান মাত্র। উচ্চতর গণিতে প্রমাণ করা 
হইয়াছে যে,.কোন কোণের বিভিন্ন তালিকা হইতে প্রাপ্ত আসন্ন মানসমূহের 
মধ্যে লগারিদ্মিক ট্যানজেণ্ট (logarithmic tangent) তালিকা হইতে প্রাপ্ত 
আসন্ন মানই সর্বাপেক্ষা শুদ্ধ। স্থতরাং কোণগুলির যথাসম্ভব শুদ্ধ মান 
পাইবার জন্য কার্ধ্যক্ষেত্রে উপরিউক্ত পঞ্চম স্ুত্রই ব্যবহৃত 227] থাকে | 


পঞ্চম সুত্র чу আমর] জানি, 
p 4-/ SLE. 


s(s a) 
2 4 - (s— 0)(8— y? 
. Lian; 10+ logA/ “7 iua 
— 10 +4 [log (s — b) + log (s — c) — logs — log (s — a)]. 


(5) tan ç 


৮২. ত্ৰিকোণমিতি 


উদ]. 1. The sides of a triangle are 15, 19, 94, Find the 
greatest angle of the triangle; given log 5'7 = 075587, L cos 88° 59’ 
7824903 and difference for 1' — 718. [ C. U. 1936 ] 


24 বৃহত্তম বাহু | স্থতরাৎ, এই বাহুর বিপরীত কোণটিই рафа বৃহত্তম 
কোণ হইবে। এক্ষেত্রে a =15, ৮= 19, c= 94 ধরিলে, 
a? 4 5? – о? 

2ab 


= 15° +19? — 24? = 225 + 361 - 576 
2х19х15 570 


cos C= 


L cos C= 10 log 2, 


= 10 - log 57 = 10 — 1'75587 =8'24413 ; 
দেওয়া আছে Г, cos 88° 59'=8`94903, 
মনে ক, Z0 88" 59' а”, 
a" এর অন্তর = 824909 — 824413 = 00490. 
কিন্তু 1 বা 60" এর অন্তর 00718 ; 


z 100490, «2400, co „29400 _ 
“e 60^ 00718. 12718 х 607 7515 sez 


£0=88° 59’ 41" (প্রায় ) | 
উদ]. 2. The sides of a triangle are 9, 10 and 11. Find the 


angle opposite to the side 10; given log 2= 30108, L tan 29° 80’ 
= 9°7526420, I, tan 29° 99' «97593472. [ C. U. 1943 ] 


এক্ষেত্রে a=9,b=10,0=11 ধরিলে, $= 4(/+-04+0)- =4}(9+10+11) 
715; সুতরাং, s—a=15-9=6,s—b=15- 10 = прет 1 =4, 
10 বাহুর বিপরীত কোণ В. 7 কোণ Бс | 


nB -Ee 117 46_ /8 4. /32 
ss- &) 105 25 100 
_ ot 


710 


ত্রিভুজের সমাধান ; vo 


L tan 8 =10+§ log 2- log 10 
=10 +š +`80103 - 129752575. 
প্রদত্ত মান হইতে দেখা যাইতেছে যে, L tan Ë এর মান L tan 29°29’ ও 
Т, tan 29°30' এর মধ্যে রহিয়াছে। "rexit, মনে কর, 5 = 99" 291 g". 


` a" এর অন্তর 9759575 - 97593479 —'0002978 ; 
আবার 1' বা 60" এর অন্তর = 97526420 — 975234772 = 0002948 ; 
v _ ‘0002278 _ 2278, 


607 :0009948 ₹ 9948 


: 9978 e i 
2 2948 * 00 7 46'363 (প্রায়); 


D 


সুতরাং 2 =29°29'46°363"; .. B=58°59'32°73" (প্ৰায় )। 


ers 6 
1. In а plane triangle, a=18, b=20, c=22; calculate the 


value of Z tan A. Given, log 9 ='80108, log 3 = 4771912. 


2 
[ 0. U. 1915 ] 


2. The sides of a triangle are 7, 8, 9. Find all the angles. 
Given, log 2 = "3010300, L tan 94*5'40" = 9'6505069, L tan 94°5/50" 
= 9'6505634, L tan 29°19'20"=9'7474183 and L tan 29*19'30" 
= 91474671. [ C. U. 1938 ; В. Н. U. 1938 ] 


8. .Find the greatest angle of the triangle whose sides are 
2, 8, 4. Given, log 2='80103, log 34771218; L tan 59*14" 
= 101108395, L tan 52°15’ = 101111004. | 
[ O. U. 1929; B. Н. U. 1959] 
4. The sides of a triangle are 815, 420, 581. Find the angle 
opposite to the side 420, having given, log 633.= 2'8014037, 
log 318 = 95024971, log 213 = 23283796, log 102 = 2'0086002 ; 
L tan 26° 7' 37°43" = 9°6906220. 


৮৪ ত্রিকোণমিতি 


5. Find the greatest angle of the triangle whose sides. are 
32, 40, 66. Given log 207—9'3159703, log 1073 = 8'0305997, 
L cos 66°18’ = 96424342, diff. for 1' = '0003431. [ O. U. 1955] 


6. The sides of a triangle are 4, 5, 6. Find the angles 
opposite to the side 5, having given log 2= "30103, L cos 27°53' 
=9'9464040, diff. for 1' — 0000669. ГО. U. 1941 J 

7. Find the greatest angle of the iriangle whose sides are 
5, 6, 7. Given log 6—'7781513, L cos 39°14’ = 9'8890644, diff. 
for 1' = 1032. [ U. P. B. 1944 ; Pat. U. 1988 ] 

8. Find the greatest angle of the triangle whose sides are 
12, 15,16. ( Use logarithmic tables ) [ C. U. 1957 ] 

9. The sides of & triangle are 7, 8, 9; solve the triangle. 
( Use logarithmic tables ) ও [ C. U. 1938 ] 


10. The sides of a triangle are 2, 8, 4; solve the triangle. 
( Use logarithmic tables ) 


53. Gres 2s কোণ ও একটি বাহু হইতে 
SECTA ASİAN | 


মনে কর, কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণ 4 ও В দেওয়া আছে; এবং যে-কোন 
‘বাহু a দেওয়া আছে। ত্রিভুজের অপর দুই বাহু ও অবশিষ্ট কোণ নিৰ্ণয় 
করিতে হইবে | 
আমরা জানি, А+В+0=180°; .. 0=180° - (A+ B). 
আবার а b 
' sin 4 sin B sin T বলিয়া, 
put sin B _азіп í ©. 
вїп А ‘gin A 
Əri. 8. Ifa=39, 4=81°835', B= 9155 ; solve the triangle. 
[ б. U. 1998] 
0 = 180° – (А + D) = 180° – (81°35' + 97°55/) = 70°80’, 
তালিকা হইতে জানা যায়, L sin 81°35'=9'99580, L sin 2755 
=9°67044, L sin 70° 30” = 9'97495, 
sin В sin 97°55” 


b=a qr A7 59 X Ga 61588 


ত্রিভুজের সমাধান ৮৫ 


log b= og 39 + log sin 27° 55’ — log sin 81° 35’ 
=log 39 + L sin 27° 55' — L sin 81° 35 
= 159106 + 967044 — 999530 
-126620, ` 
b= 18°46. 


sin C_ sin 70° 90 
WISI, ЭП ০544 sin A di bourn 


log c=log 39 + Z sin 70° 30' — 2 sin 81^ 35' 
= 159106 + 997435 — 999530 
157011, 

c= 3716, 
b=18'46, 3710, 0 70" 80. 


54. ees 23 «ee Srey কোন === 
fecere ARISTA | ` 

ত্রিভুজের দুই বাহু b ও c এবং তাহাদের EGS কোণ A দেওয়া আছে। 
ত্রিভুজের সমাধান করিতে হইবে | : 

মনে কর, ৮৯০) তাহা হইলে LBD LO হইবে। 


в+0-180°-4; -. 872-90- 4. 


B-CO b-c A, 
আবার, tan = 2 86০০ а! P 


B-C b-c A 
L tan 7793 -10 tog (= cot 4) 


=log (b - c) log (b + c) + L, cot S 4. 
b, св 4 এর মান জানা থাকায়, দক্ষিণ পক্ষের মান fade TEM 
L tan 20 এর মান পাওয়া যায়। L tan 20 এর মান হইতে 255 
মান জানা যায়। 
В+0 এবং B-C এর মান হইতে সহজেই ৪ ও 0 এর মান জানা বায় 


«азия প্রদত্ত A কোণকে লইয়া ত্রিভুজের তিনটি কোণই জানা গেল। 


৮৬ ত্রিকোণমিতি 


@ b 
fia sin А sinB id тат সাহায্যে a এর মান পূর্বের 
প্রক্রিয়ায় নির্ণয় করা যাইবে | 


Bw. 4. Two sides of a triangle are 80 ft. and 100 ft. and the 
included angle is 60°. Find the other angles, having given, 
log 8— 47712 and L tan 10° 53’ 36”= 9°28432. [0. U. 1923, "46 | 

মনে কর, b=100', c=80' ; তাহা হইলে, 4 = 60°. 


B-C_b- 100-80 ০১৪ б 
এখন, এ bre oot ФА = 100 +80 ০০৮ 30 =4/3; 


B-0 
2 


L tan 


-3 
=10+log š /3=10+log 3 7=10-$ log 3 


= 10-3 х 47712 = 10 — 71568 = 928432 
=L tan 10° 53’ 36". 
B-0 


=10° Әр." 
га 10° 53 36" ; 
+ 


by 


আবার, 24C goe- 4 = 90° - 30? = 60*. 


B-70*53' A 
C=49° 6' 24". 
উদ. 5. Two sides of a triangle are 3 and 5 feot and the 
included angle is 120°, Find the other angles. Given, log 48 
= 16812412, L tan 8° 19 =9' 1586706, and diff, for 1' = '0008940, 
[ C. U. 1940, '49 ] 
এক্ষেত্রে মনে কর, b=5', c=3', সুতরাং, 190০. 4. 


B-0 b-c ,4.,5-3 mI, 
এখন, tan 2 4০০০2 = 5 +g ০০৮6০ A АЛТ „15 


B-C 
L tan EX 10+ log ag 10-4 log 48 


= 10-4 x 16812412 = 10 – ‘8406206 
791593794. 


ত্রিভুজের সমাধান ৮৭ 


দেওয়া আছে, L tan 8° 19’ =9°1586706 এবং 1 এর অন্তর = 10008940. 
মনে কর, в-0 =8° 19 z". | 
z" এর SBA = 91593794 - 91586706 = 0037088, 


e _ ‘0007088 বা _7098 69 = 47: 
бодсо Tag ои 


80-67 19 476, 
B+0 a" e x A „йй > ০০ ° 
9 90 E 90° - 60° = 30”, 
e. B=38° 121 47°6", C=21° 47 1274". 
epas 7 
1. If in а triangle ABC, а=19, B=52° 28' and 0-99? 40’, 
find b ; having given log 19 = 1'2787536, L sin 52° 28’ =9°8992727, 
log 27037 = 4'4319585, log 97038 = 4'4819746, L sin 33° 59: 
=9'7460595. [ Pat. 0. 1936 ] 
2. Given b=10, 4= 45°, В=66° 49 20", find a; given that 
log 2 = '3010800, log 7698622 = "8864131, L sin 66° 49' = 99630538, 
diff, for 1' 644. [ C. U. 1906 ] 
3. If B=45°, C- 10", and а= 200 ft., find b ; having given 
log 9= '3010300, log 179642 3'9871414, log 1796" = 3'9371666, 
L sin 55° 2991336465. [ C. U. 1947 ] 
4, The angles of a triangle are 40°, 60°, 80°, and the greatest 
side is 22 ft.; find the least side, given that f 
L sin 40° = 98080675, L sin 80° = 99933515, 
log 22 = 13424227, log 14359 = 4°1571242, 
diff. for 1 = 0000302. [ Bombay, 1899 ] 


5. Two sides of a triangle ara 5 and 4 yds. and the included 
angle is 60°, find the other angles ; having given log 3 = 41712, 
L tan 10° 53' = 9'28390, L tan 10° 54’ = 9'28458. 


৮৮ ত্ৰিকোণমিতি 


6. In a plane triangle b= 540; e= 490, and А= 59° 6’, find 
В and О, having given, L tan 26° 3' = 9'6891430, L tan 14° 90’ 
=9°4074189, T, tan 14° 21’ =9'4079543, 3 
; [ C. U. 1934 ; Pat, U. 1950] 
7. If the sides а and b are in the ratio 7: 3 and the included 
angle C is 60°, find A and B; given log 2= "30103800, log 3 
= 4771213, L tan 34° 49 = 9'8408776, diff, tor 1'= 2699. 
[ Pat. U. 1940; B. H. U. 1940] 
8. Two sides of a plane triangle are 14 and 11 and tho 
included angle is 60°. Find the remaining angles, having given, 
log 2='8010800,' log 3= 4771913, L tan 11° 44’ =9°3174999, 
L tan 11° 45’=9°3180640. [ €. U. 1944 ; B. Н. U. 1948] 
9. Two sides of a triangle are 18 and 2 ft. and the included 
angle is 55". Find the remaining angles ; having given, log 2 
= "3010800, L cot 27° 30' = 102635289, Z tan 56° 46’= 101863769 


and diff. for 1'— 0009763. LO. U. 1949] - 
10. If b= /3,e=1 and A=30°, solve the triangle, a 
[ С. U.1951] 


55. ees হুই ale এন EAI একটির 
RAMs কোণ হইতে fagcora ASAS | 

কোন ত্রিভুজের ছুই বাহু a, b এবং a বাহুর বিপরীত কোণ 4 দেওয়া 
আছে। ত্রিভুজটির সমাধান করিতে হইবে | 


CELE TY ক: 
NR and e B" uro 


sin B= b sin 4 n ৮৮10) 
L sin B=log b-loga+ L sin A * (ii) 
a, b এবং А এর মান জানা থাকায়, এই সমীকরণ হইতে p এর মান জান! 
যাইবে। এইরূপে 4 ও B এর মান জানিলে ZO এর মান সহজেই জান! 
যাইবে। কারণ, £০.180-(04+79), 


asin О 
MIN, | o sin A 


বা, log с= log a+ 1 віп C - Lsin A, = + (iti) 


ত্রিভুজের সমাধান ৮১: 


এই সমীকরণ হইতে c এর মান জানা যাইবে | 
প্রথম সমীকরণ হইতে ত্রিভুজ সম্পর্কে প্রদত্ত উপাত্ত বিষয়ে তিনটি সম্ভাবনা 
দেখা যাইতেছে। প্রদত্ত উপাত্ত হইতে 
(1) কোন ত্ৰিভুজই অঙ্কন কর! সম্ভব নহে। 
(9) মাত্র একটি ত্রিভুজ অন্ধন "93 | 
(8) দুইটি ত্রিভুজ অঙ্কন সম্ভব 1 
(1) যদি b sin A > a অর্থাৎ а < b sin A হয়, তাহা হইলে 


sin 78504 =I 
হইবে ; অর্থাৎ sin В এর মান 1 অপেক্ষা বড় হইবে। কিন্তু বাস্তব ক্ষেত্রে 
কোন কোণের sine 1 অপেক্ষা বড় হইতে পারে Tl | সুতরাং এরূপ কোণের 
অস্তিত্ব অসম্ভব বলিয়া এক্ষেত্রে কোন fagwe অঙ্কন করা সম্ভব 


হইবে all 
(9) aff b sin A=a হয়, তাহা হইলে sin В = 0124-1 হইবে; 


অর্থাৎ B= 90° হইবে। এক্ষেত্রে একটিমাত্র সমকোণী ত্ৰিভুজ অঙ্কন 
সম্ভব যদি b >a হয়। কিন্তু р-а হইলে কোন ত্রিভুজই অঙ্কন কর! 
সম্ভব হইবে F | 

(3) যদি b sin A < a অর্থাৎ a > b sin А হয়, তাহা হইলে 


sin Bo? sin A <) 

হইবে; অর্থাৎ sin В এর মান 1 অপেক্ষা কম হইবে। কিন্তু sin(a- B) 
=sin В বলিয়া а-в 9 B উভয় কোণের sine ই সমান হইবে। এক্ষেত্রে 
ইহাদের মধ্যে একটি কোণ TEI হইবে এবং অপর কোণটি স্থূলকোণ 
হইবে। i 

যদি ৮ <৭ হয় তবে B < 4 হইবে। BOA 7 কোণটিকে অবস্তই 
হৃন্মকোণ লইতে হইবে । আবার реа হইলেও B= A হইবে, এবং এক্ষেত্রেও 
7 কোণটি TRF হওয়া আবশ্তক। সুতরাং ৮ <a হইলে В কোণের 
দুইটি মানের মধ্যে 90° অপেক্ষা, কম মান (স্থস্মকোণ) লইতে হইবে। 
অতএব এক্ষেত্রে একটিই মাত্র ত্রিভুজ অঙ্কন করা যাইবে। 


>» ত্রিকোণমিতি 


কিন্তু যদি b > a, তাহা হইলে B>A হইবে। ৷ এক্ষেত্রে В কোণ 
হুক্ছকোণও হইতে পারে, স্থলকোণও হইতে পারে। а এক্ষেত্রে দুইটি 
ত্রিভুজ অঙ্কন সম্ভব হইবে। Greta > b sin A কিন্তু a < b হইলে প্রদত্ত 
উপাত্ত হইতে দুইটি faga wes леч ত্রিভুজের সমাধানে- ইহাকে wide 
ক্ষেত্র (Ambiguous case) বলা হয়। যে ক্ষেত্রে দুইটি বাহু ও "prex 
বাহুটির বিপরীত কোণ দেওয়া থাকে, কেবলমাত্র সেই ক্ষেত্রেই Ute সমাধানের 
উদ্ভব হইতে পারে। 

56. জ্ঞ্যামিভিক icem | 

উপরের তথ্যগুলি জ্যামিতির সাহায্যে সহজেই দেখানো যায়। 


с (= 
А ¿ | f^ 
A D TEE By SDN 
с 
VA | 
ü 
ВУ А р В 


প্রদত্ত ৮ বাহুর সমান করিয়া AC সরল রেখা আকা হইয়াছে। প্রদত্ত কোণ 
4 এর সমান করিয়া LOAD আকা হইয়াছে। OD সরলরেখা ৫ হইতে 
AD এর উপর 9191 YOT, 0D= sin 4.0 কে কেন্দ্র করিয়া প্রদত্ত বাহু 
a এর সমান ব্যাসার্ধ লইয়া বৃত্রচাপ অঙ্কিত কর! হইল | 


(a) a < b sin А হইলে, এই та AD রেখাকে আদৌ ছেদ করিবে না। 
স্থতরাং এক্ষেত্রে কোন ত্রিভুজই গাওয়া যাইবে sl | 


Є 


ত্রিভুজের সমাধান ৯১ 


(b a=bsin A হইলে, এই বৃত্ত AD কে D বিন্দুতে স্পর্শ করিবে। 
স্বতরাং এক্ষেত্রে একটিমাত্র ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে এবং তাহ! একটি সমকোণী 
fase হইবে। ы 

(c) a > b sin A কিন্তু a < b হইলে, এই বৃত্ত AD কে B, ও B, বিন্দুতে 
ছেদ করিবে এবং এক্ষেত্রে দুইটি ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে । এবং দুইটি ব্রিতুজেরই 
অঙ্গসমূহ প্রদত্ত উপাত্তের সহিত সঙ্গতিযুক্ত হইবে | 

(d) a=b হইলে, বৃত্তট AD কে 4 বিন্দু ছাড়া আর কেবলমাত্র একটি বিন্দু 
В তে ছেদ করিবে । সুতরাং এক্ষেত্রে একটিই মাত্র ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে। 

(e) a > b হইলে Tes AD কে 7" ও D দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে । 
কিন্তু কেবলমাত্র 047 ত্রিভুজটিই উপাত্তের সহিত সঙ্গতিপূর্ণ হইবে। কারণ 
.LOAB- ZÁ; কিন্তু САВ KE /0АВ' কোণ А কোণের সমান - 
নহে। Boat এক্ষেত্রেও একটিমাত্র ত্রিভুজ পাওয়া যাইবে I 


Gri. 6. If in a triangle ABO, b=16, c=25, and B=33°15', 
calculate the other angles, having given, 
log 2 = '80103, L sin 33°15 = 97390199, 
L sin 58°56’ =9'9327616 and Р sin 5857'— 99328376. 
b с csinB, 
আমরা জানি, sinB sin O bif 
LsinC-logce-logbtLsinB °` 
—]og 95 – log 16 + L sin 3315 
=(log 100 — 2 log 2) - 4 log 2 + L, sin 83181 
—9—6 log 2+ L sin 33515 
-9-—6x'80103--9'7390129 
—9-— 180618 + 97390199 
= 9'93983929, 
দেওয়া আছে, L sin 58°57’ = 9'9398876 
এবং Г sin 58°57’ —9'9397616 ; 
Sif 1’ এর অন্তর = “0000760. 
মনে কর, C=58° 56’ 2". 
a" এর অন্তর = 9'9328329 — 90327616 = 0000713 ; 


[2 0000738 ЛД Т рт š 
60 70000760" বা, ৫760 * 007563 (প্রায়)? 


>. sin 0. 


১২ ত্রিকোণমিতি 


C=58°56'56'3" ; 
A=180° - (B + 0) = 180? — (38°15' + 58°56”56'8") 
= 180° - 99°11'56`8"=87°48'8`1" 
কিন্তু এক্ষেত্রে ০ > বলিয়া, 0৯; 
С কোণের অপর মানটি লইয়াও আর একটি ত্রিভুজ অঙ্কন কর! যাইবে। 
C = 180° — 0 = 180° — 58°56'56'3" = 1218/97" 
এবং A’ = 180° — (B + 0’) = 180? — (33°15’ + 1217831") 
= 180° — 154°18'3°7" =25°41'56'3", 
Gel. 7. It a=5, b=7, and 4=30°, find B index ss and 
minutes, having given sin 44°='6947, sin 45° = '7071. 


РО. U. 1929 ] 
আমর চি SEND. 
! জানি, зіп A sin В 
7 & 804 _ T 8030৭ _. 
sin B a 5 10 p 
দেওয়। আছে, sin 45°="7071, sin 44° = 6947. 
1° এর অন্তর -'0194. 
মনে কর, B=44 c; .. m এর অন্তর = `7 – "6947 = '0053. 
æ _ ‘00 " 
5-23, z 2- 73 x 60=25'6 (প্ৰায়); 
B =44°25°6'. 


few b> a হওয়ায় B>A; সুতরাং, B কোণটি স্থুলকোণও হইতে 

পারে। B এর অপর মানকে B^ দ্বারা স্কচিত করিলে, 
К B’ = 180° - B=180° - 44256 
= 185°844/, 

57. eres ভিন্টি কোন হইতে ভিত্তি 
zen | 

কেবলমাত্র তিনটি কোণ দেওয়া থাকিলে কোন ত্রিভুজের বাহু তিনটিকে 
যথাযখভাবে নির্ণয় করা যায় না। কারণ কোন faye 480 এর সদৃশ 
সকল ব্রিতৃজেরই কোণ তিনটি যথাক্রমে 480 এর তিনটি কোণের সমান। 
এই সকল সদৃশ ত্রিভুজের বাহুগুলি সমানুপাতিক মাত্র, মমান নহে। স্থতরাং, 
তিনটি কোণ দেওয়া থাকিলে 'দাইন-সথত্রের” সাহায্যে ত্রিভুজের বাহু তিনটির 
কেবলমাত্র অনুপাত নির্ণয় করা যায়। 


ত্রিভুজের সমাধান pe 


Swi. 8. The angles of a triangle are as 1:2:3; find the 
ratios between the sides, 


মনে কর, কোণ তিন টি যথাক্ৰমে 0, 90 এবং 30. 
180°=0+90+30=60, .. 0=30°. 
AIMS, কোণগুলি যথাক্রমে 30°, 60° এবং 90°. 
৮ с 
আমরা জানি sin ean sin B sin 0 
অর্থাৎ, a:b:e-sin4:sin B:sin 0 
= sin 80°: sin 60° : sin 90° 
. 1, V3, 
2:9 1 
=1:/3: 2. 


erstens 

1. If A=45°,b=1+ 4/3, ৫» 2, find B, C and c. 

2. If ina triangle a —5, b —4 and A=45°, find the remaining 
angles, having given, 

log 2=°80108, Г sin 84? 26” = 97523919, 
L.sin 84° 97» 91595161. [ B. H. U. 1951] 

8. If а=13, ৮৯০, A=86%59' 11'5", solve the triangle, 
having given, log 2—0'3010300, log 11710413997, log 18 
711139484, log 21=1'3222193, Г sin 67° 99” 48'b" —9'9659379, 
L sin 75°45’ = 99864979, L sin 30° 30' 37" = 97056000. 

4. Give a complete solution, finding c first, of the case in 
which a=5 ft., b=8 ft, and 4= 30°; given that ./3 = 1732051, 
віп 83° 7’ = 9927922, diff, for 1'= 0000849. 

5. Па=5 ft, 2=8 ft., 4=35°, find the smaller value of c, 
having given, 

log 92 = 80103, L sin 35° = 9'758591, 

log 456706 = 5659637, L sin 66° 35' = 9962672, 

L sin 31° 921 49" = 9719261, ZL sin 66? 36' =9'962727. 
f [ A. U. 1913] 


৯৪ ত্রিকোণমিতি 


6. If a, b and A of ДАВС be given, prove that in the ambi- 
guous case the difference between the two values of c is 
а — b? sin? A. [ B. H. U. 1941] 


7. Show that in the case that admits of two solutions, the 
two values of О satisfy the equation 


(a+b)? (লা . 
1+008 О 1-cosC sin'A 


8. If, a, b, A are given and if c1, Ca be the values of the third 
side in the ambiguous case, prove the following, if сз > о», 

(i) c, —cs 72a cos B. ` [B. H. U. 1928] 

(ü) c1” +с,° _ 20309 cos 2A =4a° cos*A. [ Pat. U. 1936 ] 


9. The angles of a triangle are as 7 : 8 : 2, find the ratios of 
the sides. 


[ B. H. U. 1942] 


10. The angles of a triangle are 2: 3:4 ; find the ratios of 
- the sides. 


z2 sana 
উচ্চত৷ ও দূরত্ব 
( Heights and Distance ) 


61. eae aga BS) ও тш fete (Determina- 
tion of the height and distance of a distant object )। 


মনে কর, পর্যবেক্ষণ দ্বার! কোন 4 বিন্দুর чуб তল হইতে qas 38 
p এর উচ্চতা এবং A হইতে P এর পাদবিন্দুর দুরত্ব (ДМ) নির্ণয় করিতে 
হইবে । প্রথমে 4 বিন্দু হইতে Р এর উন্নতি লক্ষ্য করিতে হয়। পরে 4 বিন্দুর 
সহিত একই অনুভূমিক তলে অবস্থিত অপর কোন একটি সুগম্য বিন্দু В হইতে 
р এর উন্নতির পরিমাপ করিতে হয়। 4 ও p বিন্দু হইতে Р এর উন্নতি এবং 
AB দূরত্বের পরিমাপ হইতে P এর উচ্চতা নির্ণয় করা যায়। 


(a) лев беер এর সহিত একই উল্লব্দ-.তলে অবস্থিত 
р হইতে AB রেখার উপর РМа I P 
মনে কর, 4 এবং B বিন্দু হইতে 
P বিন্দুর উন্নতি যথাক্রমে a ও 8; এবং 
AB=a. 
মনে কর, 4 বিন্দুর অনুভূমিক তল হইতে 
P এর উচ্চতা PM=h এবং AM d. চিত্র 
হইতে দেখা যাইতেছে, 
а= AB= AM- ВМ =b cota- h cot B 


(cone - cos B 
sina sinf 


= (৬০০4 sin. ৮০০৪) =} sin (8-0) ; 


sin a sin f sin asin B 


^ ==- রর 4. M 


х1—Е.М. 19 


৯৬ ত্ৰিকোণমিতি 


Serr eme = = а віп с sin 8 cosec (8 — e). 


d=AM=h cot a=a sin a sin B cosec (8 — a) cot a 
= а сов a sin 8 cosec (8 — a). 


লগারিদ্মের সাহায্যে এখন সহজেই 7, বা d এর মান নির্ণয় কর! যায়। 


(9 AGB বিন্দুদ্বয P এর সহিত বিভিন্ন উল্লন্-তলে অবস্থিত 
P P এবং А যে Barwa অবস্থিত, 
| В তাহা হইতে ভিন্ন উল্ল্ব-তলে অবস্থিত | 
| এক্ষেত্রে Р এর উচ্চতা বা দূরত্ব জানিতে 
| হইলে 4 হইতে P এর উন্নতি а, Z PAB 
| =y এবং LPBA=¢ এবং АВ এর দূরত্ব 
5 NX e 9 M [এর পরিমাপ করা প্রয়োজন। এই চারিটি , 
Jj বিষয় জানিলে P এর উচ্চতা 710) বা দূরত্ব 
B AM (d) সহজেই জানা যাইবে। 


আমরা ৪19৫-নথত্র হইতে জানি, PAB fagta, 


САРЕ Bhs) Үт: ; 
sing > siny sin APB’ 


др= AB sin $ _ a sin $ asin $ 
sin АРВ sin {180°- (5 +%) sin (¢ + у) 


আবার, PAM ত্রিভূজে, AP = PM cosec a=h cosec а; 


h cosec a =- аш ф 
sin ($ + y) 


2 n=28 sin ó sina 
x sin ($ +y) 


=a sin % sin а cosec ($+ p). 


d=h cot a=a sin ф cos a cosec ($+ Y). 


এই TAR হইতেও লগারিদ্‌মের সাহায্যে সহজেই ॥ ও ৫ এর মান নির্ণয় 
করা যায়। 


উচ্চতা ও দূরত্ব ৯৭ 
62. 528 sess === === GaSe (Distance 


between two inaccessible objccts) | 

0 ও D দুইটি অগম্য «WI 
উহাদের মধ্যের দূরত্ব OD fafa 
করিতে হইবে। কোন বিন্দু 4 
এবং 4 হইতে স্থগম্য আর একটি 
বিন্দু 7 হইতে পৰ্য্যবেক্ষণ করিয়া 
LOAB 7a, ZDAB=?, 
LOAD-0, LOBA-B এবং LDBA=S নির্ণয় Fal ZII এবার 
AB এর দূরত্ব জানিলে OD এর দুরত্ব জানা 1809 | 


| "NES ay ass 
049 fag", in OBA sia OAB™ sin АОВ! 


_ABsinCBA_ asinf _ 


৮86 i AOR al ee 7 
[৮407 7180-৫-8] 
47) BD AB. 
আবার DAB বিতুজে, mp sin DAB sin ADB’ 
АВ sin DBA_ asino - Жж 
3D= 85 АОВ Let 69) Gi) 
[^ ZADB-180) -»-2] 
এখন, AOD ত্রিভুজে, 
CD? = AC? + AD” _9:40.47) cos 0 s+ (iii) 


(i) ও (ü) সমীকরণ হইতে 40 ও AD এর মান পাওয়া যায়। 40 ও 
AD এর এই মান তৃতীয় সমীকরণে বসাইলে CD এর মান পাওয়া যাইবে। 


©]. 1. The altitude of a tower as observed from two places 
A and B in the same vertical plane with the tower are respec- 
tively 80° and 60°, If the distance between A and В be 60 ft., 
find the height of the tower. 


a৮ ত্ৰিকোণমিতি 


মনে কর, উচ্চতা = ॥. à 
নিয়স্থ চিত্র হইতে দেখা যাইতেছে, 
AB-AM- BM 
P = PM cot 30° - PM cot 60° 
=h (cot 30* — cot 60°) 
3. 
=a( v3- Hl 
Зр NS yan! 
১75 ^0 АВ 7 x 60 
АЕС EEE = EAB M = 30' x 1732 (প্রায়) 
=51`96 ফুট (গ্রায়)। 
. উচ্চতা-51-96 ফুট (প্ৰায় )। 


eet 2. The angle of elevation of an aeroplane from a point 
200 ft. above a lake is 45° and the angle of depression of its 
reflection is 75°. Find the height of the aeroplane above the 
surface of the lake. Assume that the image is vertically below 
the aeroplane at a depth below the lake surface equal to the 
height above the surface. LB. H. U. 1943] 


মনে কর, এরোপ্লেনটি 4 এবং 4’ উহার প্রতিবিশ্ব; 
ор জলতল | 441 উল্ম্ব-রেখা। DA= РА’. পর্য্যবেক্ষণ- 
কেন্দ্র 0 জলতল হইতে 200 ফুট উচ্চে। О বিন্দুতে 
4 এর উন্নতি 45° এবং 4' এর অবনতি 75°, অতএব, 
AA’ এর উপর OB ач হইলে /704- 45° এবং 


ZBOA'=15°, এবং BD = 900 ফুট ; 
. AB _ ОВ tan 45° _tan 45°. 
` AB ОВ tan 75° tan 75°’ 
. АВ+АВ — fan 45° + tan 75°, 
` АВ-АВ tan 75° —tan 45° 


zi AA’ _ sin 45° cos 15° + sin. 75° cos s 45°, 
› 2BD sin 76° cos 45°—sin 45° cos 75° 


24D _ sin (45° +75) pe sin 120° 


2 
বা, 35D 7 sin (T5° — 45)" sin 80° TIR 
а 


উচ্চতা ও দুরত্ব a 


[ AB+ A'B=AD+ 417) 24D, 
A'B- AB - (4'D* BD) - (AD - BD)=2pD 
^. ADe J3BD- ২৪ % 200 ফুট 
—900 x 1789 ফুট = 3464 ফুট | 
facts উচ্চতা = 846'4 F? | 
উদ. 3. A spherical balloon whose radius is r feet subtends 
at an observer’s eye an angle a, when the angular elevation of 
its centro is В. Determine the height of the centre of the balloon, 
[ C, U. 1953] 
মনে কর, О দর্শকের চক্ষু । 40 বেলুন 0 বিন্দুতে a কোণ ধারণ করে; 
অর্থাৎ 0 হইতে B কেন্দ্রীয় AO গোলকে 04 «m 00 স্পর্শক টানিলে 
Z AOC =a হইবে | 
ох অনুভূমিক রেখ! O বিন্দুর মধ্য দিয়া গিয়াছে । В হইতে ON এর 
উপর вр w টানা হইল। BP ই বেলুনের কেন্দ্রের VAR উচ্চতা। 
073 যোগ কর। 


[0] Р N 
"ét ZBOP =p. OB রেখা а কোণকে সমদ্বিখণ্ডিত করিয়াছে | 
Z ВОО = ta. 
এখন, BOO faster, OB = BO cosec x = r cosec si 
BOP fargce, BP = OB sin Br cosec 


B sin f. 


*, facta 9551 = т cosec # sin B. 


১৩৩ I ত্ৰিকোণমিতি 


Bal. 4. A man, walking towards a building on which а 
flagstaff is fixed, observes the angle subtended by the flagstaff 
to be the greatest when he is at a distance of d from the building. 
If 0 be the observed greatest angle, find the length of the flag- 
staff and the height of the building. [ P. U. 1941] 


মনে কর, PM একটি অট্টালিকা এবং উহার উপর অবস্থিত PQ একটি 
পতাকাদণগ্ড। PM হইতে 4 বিন্দুর দূরত্ব যেন d ; 
সুতরাং, প্রদত্ত শর্ত wen A বিন্দুতে PQ এর 
7940914 বৃহত্তম ( অর্থাৎ AM এর উপর যে-কোন 
বিন্দুতে PQ এর 79140914 0 অপেক্ষা FATT) | 
PQ ও PM এর মান নির্ণয় করিতে হইবে | 
জ্যামিতির সাহায্যে জানা যায় যে, P, 0 ও A 
foes দিয়া অঙ্কিত тей যদি AM কে 4 বিন্দুতে 


স্পর্শ করে, তবেই AM এর উপর 4 বিন্দুতে P এর সন্মুখকোণটি বৃহত্তম 
হইবে। 


মনে কর, ZPAM-a, ~. ZAQP= / PAM=a, 
ZQAM+ ZAQM=90°; .`. Ө+9а=90°. 


এক্ষণে, PQ=MQ-PM=AM tan QAM -AM tan PAM 
б A = A [sin (0 +a) _ sina 
d tan (8-- a) - d tana ৪9622 ПО) cos a 


& ain (0 + a) cos a — sin a cos (0 + a 
cos (0 + a) cosa 


£j sin 9 oy 2 sin 0 
сов (9+ ৫) cosa 9 cos(0-a) cosa 


2 2d sin 0 = —_ 2d sin 6 
сов (0+9a)+cog Ө cos 90° + cos 0 


[` 6+2a=90° J 


= 2d sin 0 
= Msn? = 24% 0. [ *. cos 90°=0] 


উচ্চতা ও দূরত্ব ১০১ 


bt Lon? . 24h - ০ 187 
আবার, ` 0+9a=90, ** а=45 40 ৫7 


PM=d tan a=d tan (2- 5) 


“эйел 9 


1. A is the top of a tower, Band О are two points in the 
horizontal plane on which it stands. The elevation of A as 
observed from B, О are B and ? respectively.. Show that 


tan ABO .— Sina 8in ton AOB 8109800 
sin 7 — cos a sin f sin f —cos a sin ? 


where a is the angle subtended at 44 by BC. 

2. A vertical tower c ft. in height stands on the top of 
а hill A and B are two points on the same horizontal plane at 
the foot of the hill. From A the tower lies due north and the 
angular elevation of the base and the top of the tower are 
a and ñ. From B the tower lies due west, and the angular 
elevation of the summit is 45°. Show that the distance from 
A to B ів c cos a | sin (B — a). 

3. The elevation of a tower due north of a point A is 0 
and at a point B due west of A is % ; prove that the altitude is 

AB sin @ sin 
Amd [ P. U. 1938, Sup. ] 

4. From a point on a hill-side of constant inclination, the 
altitude of the highest point of an obelisk at the top of the hill is 
observed to bea; a ft. nearer the top of the hill, it is observed 
to be В; show that if h be the height of the obelisk, @ the incli- 
nation of the hill to the horizon, 

a sin (a — 6) sin (8 — 6), 

h sin (B — a) 

5. The upper half of a pole, seen from а point on а level 
with the foot of the pole, subtends an angle whose tangent is 4. 
Find the tangent of the angle subtended at the same point by 
the whole post. [ B. H. U. 1942] 


сов 0 = 


১০২ ত্রিকোণমিতি 


`6. A persón standing on the slope of a hill of inclination a 
observes that the angle of elevation of the top of a pillar standing 
at the foot of the hill is 30°. He then walks a distance a down 
the hill towards the pillar, and finds the angle of elevation of the 
top of the pillar to be 60°. Show that the height of the pillar is 


ka ( V3 sec a +4 sin a). 


7. At each end ofa horizontal base of length 2a, itis found 
that the angular height of a certain peak is 0 and that at the 
middle point of it is Ф. Prove that the vertical height of the 
peak is 


a sin 0 sin $ 
` Asin (¢+ 8) sin (6-6) [ U. P. В. 1955] 


8. The angular elevation of a tower at a plane A due south 
of it is 80° and at а place B due west of A at a distance a from 
it, the elevation is 18°, Show that the height of the tower is 


a 
Jaras) 

9. From an aeroplane vertically over a straight horizontal 
road, the angles of depression of two consecutive mile-stones 
on two opposite sides of the aeroplane are obseryed to be a and B. 
Show that the height in miles of the aeroplane above the road 
is given by 


бап a tan В 
tan a+ tan f. [ 0. U. 1952] 


10. The. angles of depression of two objects 360 ft. aparb 
from the top of a hill are 27° 19’ and 18° 24’ respectively. Find 


the height of the hill, assuming the objects and the top of the 
hill are in the same vertical plane, 


[ Given, log 860=2'5563, log 339°4= 95308, log sin 27° 12’ 
=1°6600, log sin 18° 24’ = 14999, log sin 8° 48’ «T1847 1. 
[ C. U. 1958 ] 


সপ্তন SAA 
লেখ ( Graphs ) 


Ti. c-siceka afantc-afaa সহিত cacate- 
নিক অন্তুপাতেন AaS | ) 
` মনে কর, কোন ঘুর্ণ্যমান সরলরেখা OP উহার প্রথম অবস্থান OX হইতে 
আরম্ভ করিয়া ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে 
0° হইতে ক্রমশঃ 360° কোণ পৰ্য্যন্ত ঘুরিল। 
0 কে cest করিয়া এবং যে-কোন ব্যাসার্ধ 
লইয়া একটি qe আক। Pi, Р, ইত্যাদি 
Arts সরলরেখা op এর বিভিন্ন অবস্থানে 
বৃত্তের afew উহার ছেদবিন্দুসমূহ | স্পষ্টই - 
বৃত্তের ব্যানাদ্ধ_ ОР, =OP,=OP,=O0P, : 
=OP,. OP এর বিভিন্ন অবস্থানে ХОР কোণের ভ্রেকোণমিতিক অন্থপাঁত- 
সমূহ নির্ণয়ে, সহজেই অনুমেয়, Pa, P, প্রভৃতি বিন্দু হইতে Ps, Ni, Pa, No, 
P.N, P.N. Р.М, OX এর উপর TI হইলে, এ সকল ক্ষেত্রে OPa, 
078, 0P,, OPa, ОР, হইবে অতিভুজ, ONs, ONs, ONs, ON, ОМ 
হইবে সন্নিহিত বাহু এবং P.N, P.N, PsNs, P.N. P N, হইবে 
বিপরীত «tz 1 
(i) কোণের sine এর মানের পরিবর্তন 2 


Sino = বিপৰীত বাহু, যখন бія সরলরেখাটি OX এর সহিত মিলিয়া 
অতিতুজ : 


থাকে, তখন ХОР কোণের পরিমাণ 0°, এবং তখন беу = বৃত্তের ব্যাসার্ধ, 
কিন্তু বিপরীত বাহুর পরিমাণ 0; স্থতরাং, sin ০০0. কোণ 0° হইতে . 
90° «fry বাড়িতে থাকিলে, স্পষ্টই অতিভূজ সর্বদা ব্যাসার্দের সমান 
থাকে, কিন্তু চিত্রটি পরীক্ষা করিলে দেখা যাইবে, বিপরীত বাহ P.N:, 
P,N, ক্রমেই বাড়িয়া চলিবে; তাহা হইলে /ХОР=9 মনে করিলে, 
ain 0 ও 9 এর 0° হইতে 90° মানের জন্য ক্রমেই বাড়িয়। চলিবে । যখন 
9=90° হইবে, তখন অতিভুজ ও বিপরীত বাহু সমান হইবে বলিয়া sin 0 =1 
হইবে। о যখন 90° হইতে বাড়িয়া 180° পর্য্যন্ত অগ্রসর হয়, তখন চিত্র হইতে 
দেখা যায়, অতিভূজ 02, ব্যাসার্দের মমানই থাকে, কিন্তু বিপরীত বাহু Pa Nə 


১০৪ А ত্ৰিকোণমিতি 


ক্রমেই কমিতে FAS 0 যখন 180° হয়, তখন উহ! 0 হয় এবং সেইজন্য 
sin 0 এর মান 0 591 অতএব, 0 যখন 90° হইতে বাড়িয়া 180° পর্য্যন্ত অগ্রসর 
হয়, তখন sin 0 এর মান 1 হইতে ФП 0 হ্য়। 0 যখন বাড়িয়া! তৃতীয় 
পাদে আসে, তখন অতিভূজ ধনাত্মক থাকিবে, কিন্ত বিপরীত বাহু খণাত্মক 
হইবে; অতএব, তৃতীয় পাদে sino এর মান সর্বদাই ANIT হইবে | 
অধিকন্ত, এক্ষেত্রে অতিভূজটি সর্বদাই ব্যাসার্দের সমান থাকিবে, কিন্তু বিপরীত 
বাহু বাড়িতে বাড়িতে 0 যখন 970° এর সমান হইবে, তখন উহার 246; 
ব্যাসার্দের সমান হইবে এবং সেইজন্য 9 যখন বাড়িয়া 180" হইতে 270° তে 
আসে, তখন віц Ө এর মান 0 হইতে কমিতে কমিতে -1 এ আসে। চতুর্থ 
পাদেও বিপরীত বাহু সর্বদাই খণাত্মক, কিন্তু অতিভূজটি সর্বদাই ধনাত্মক ; 
স্থতরাধ, এই পাদে sin 0 এর মান সর্বদাই খণাত্মক। অধিকন্ত, চিত্র হইতে 
দেখা যাইবে, 9 যখন বাড়িতে বাড়িতে 270° হইতে 300° এর দিকে আসে, 
বিপরীত বাহুর দৈর্ঘ্য তখন কমিতে থাকে এবং 0 যখন 360°, তখন বিপরীত 
বাহুর দৈর্ঘ্য শুন্য হইয়া! যায় বলিয়া sin 0 ও 0 শুন্য হয়। অতএব দেখা গেল, 
প্রথম পাদে, 9 যখন 0° হইতে 90° AHS বাড়ে; 
তখন sin 0 এর মান 0 হইতে 1 AGG বাড়ে; 
দ্বিতীয় পাদে, 9 যখন 90° হইতে 190° পর্য্যন্ত বাড়ে, 
তখন sin 0 এর মান 1 হইতে কমিতে কমিতে 0 এ আসে ; 
তৃতীয় পাদে, 0 যখন 180° হইতে ато AGW বাড়ে, 
তখন віп 0 এর মান 0 হইতে কমিতে কমিতে - 1 এ আমে; 
এবং চতুর্থ পাদে, 0 যখন 270° হইতে 360° পর্য্যন্ত বাড়ে, 
তখন sin 6 এর মান - 1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে 0 এ আসে | 
(ii) কোণের cosine এর মানের পরিবর্তন 2 
Cosine = ee যখন va সরলরেখাটি 0% এর সহিত 
মিলিয়া থাকে, তখন ХОР কোণের পরিমাণ 0° এবং তখন অতিতুজ্ বৃত্তের 
ব্যাসার্দের এবং সন্নিহিত Wee তখন বৃত্তের ব্যাসার্দের মমান। সুতরাং, 
স্পষ্টই сов 0°=1. কোণ 0° হইতে 90° পৰ্য্যন্ত বাড়িতে থাকিলে স্পষ্টই 
অতিতুজ সর্বদা ব্যাসার্ধের সমান থাকে, few চিত্রটি পরীক্ষা করিলে দেখা 
যাইবে সন্নিহিত বাহু QN, ON, ক্রমশঃ কমিতে থাকিবে; তাহা হইলে 


cos 0 ও, ইহা সিহাহ oN, এর সমান বলিয়া ৪ এর 0° হইতে 90° 


. লেখ ১০৫ 


«frg ক্রমবর্ধমান মানসমূহের জন্য ক্রমশঃই কৃষিতে থাকিবে। যখন 
0 =90° হইবে, তখন অতিভূজ Wines সমান থাকিবে, কিন্তু সন্নিহিত বাহু 
0 হইবে বলিয়া cos 0-0 হইবে । 0 যখন 90° হইতে বাড়িয়! দ্বিতীয় পাদে 
180° «yw অগ্রসর হয়, তখন চিত্র হইতে দেখা যায়, অতিভুজ ОР, ব্যাসার্দের 
সমানই থাকে, এবং ইহা সর্বদাই ধনাত্মক, কিন্তু সন্নিহিত বাহু এই পাদে 
সর্বদাই ANAFI অতএব, cos 0 এর মান এই পাদে সর্বদা খণাত্মক হইবে 
এবং চিত্র হইতে দেখ! যায়, ইহার দৈর্ঘ্য 0 হইতে ক্রমশঃ বাড়িয়া ব্যাসার্দের 
সমান হয়; অতএব, এই পাদে cos 0 এর WA YD হইতে কমিতে কমিতে 
о যখন 190° হয়, তখন —1 হয়। 9 যখন আরও বাড়িয়া তৃতীয় পাদে 
আসে, তখনও এই পাদের সকল অবস্থানেই সন্নিহিত বাহু খণাত্মক থাকে, কিন্ত 
অতিতুজ সর্বদাই ধনাত্মক ; SATS, তৃতীয় পাদেও cos 9 ANTT ; অধিকন্ত, 
এক্ষেত্রে অতিভুজটি সর্বদাই ব্যাসার্দ্ধের সমান এবং ধনাত্মক থাকিবে, কিন্ত 
সন্নিহিত বাহুর їй কমিতে কমিতে о যখন 270° হইবে, তথন 0 হইবে; 
অতএব, এই পাদে cos 9 এর মান -1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে 9 যখন 
270° হইবে, তখন 0 হইবে । চিত্র হইতে স্পষ্টই দেখা যায়, চতুর্থ পারে 
সয়িহিত বাহু ধনাত্মক ; সুতরাং, অতিভূজ সর্বদাই ধনাত্মক বলিয়া এই পাদে 
cos 6 সর্বদাই ধনাত্মক হইবে। অধিকন্ধ, এই পাদে সয়িহিত বাছ সর্বদাই 
ধনাত্মক থাকিয়া 0 হইতে বাড়িতে বাড়িতে о যখন 360° হইবে, তখন 
ব্যাসার্দের সমান হইবে ; AAS, cos 0 এর মান এই পাদে 0 হইতে বাড়িয়া 
1 হইবে। 


অতএব, দেখা গেল, 
গ্রথম পাদে 0 যখন 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত বাড়ে, 
তখন cos 0 এর মান 1 হইতে ক্রমশঃ FH 0 হয়; 
দ্বিতীয় পাদে о যখন 90° হইতে 180° #149 বাড়ে, 
তখন cos 0 এর মান 0 হইতে ক্রমশঃ FAA -1 হয়; 
তৃতীয় পাদে 6 যখন 180° হইতে 270° পর্য্যন্ত বাড়ে, 
তখন cos 0 এর মান — 1 হইতে ক্রমশঃ বাড়িতে বাড়িতে 0 হয়; 
এবং চতুর্থ পাদে 0 যখন 270° হইতে 360° পর্য্যন্ত বাড়ে, 
তখন cos 0 এর মান 0 হইতে ক্রমশঃ বাড়িতে বাড়িতে 1 হয়। 
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(iii) কোণের tangent এর মানের. পরিবর্তন £ 
pe = যখন xta সরলরেখাটি 0%এর সহিত 
মিলিয়া থাকে, তখন ХОР কোণের পরিমাণ 0° এবং তখন, চিত্র হইতে দেখা 
যায়, বিপরীত বাহুর দৈর্ঘ্য 0 হইবে, এবং সন্নিহিত বাহু ব্যাসার্দের সমান হইবে ; 
অতএব, tan ০০০. কোণ 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত বাড়িতে থাকিলে স্পষ্টই 
বিপরীত বাহুর দৈর্ঘ্য 0 হইতে বাড়িয়া ব্যাসার্দের সমান হইবে আর সন্নিহিত 
বাছুর দৈর্ঘ্য ক্রমশঃ কমিতে কমিতে 9 যখন 90° হইবে, তখন 0 হইবে। 
বিপরীত বাহু বলিয়া এবং হরের (সন্নিহিত বাহুর) দৈর্ঘ্য 
সন্নিহিত বাহু 
ক্রমশঃই ФБ আসে বলিয়। tan ০ এর মান ক্রমশঃই বাড়িতে থাকে; 9 
যখন 90° এর অতি নিকটবর্তী হয়, তখন Hes বাহুর মানও অতি ux হয় 
এবং tan 0, তখন অতিবৃহৎ হয় এবং 0 যতই 90° এর নিকটবর্তী EX tan 0 ও 
তত বৃহৎ হইতে থাকে, কিন্তু o যখন 90° হয়, তখন সন্নিহিত বাহুর দৈর্ঘ্য 0 
হইয়া পড়ে এবং শুন্য হ্রবিশিষ্ট ভগ্নাংশ অর্থহীন বলিয়| tang ও তখন 
অনির্দিষ্ট হয়। 6 যখন 90° হইতে «Пип দ্বিতীয় পাদে 190° পর্যন্ত অগ্রসর 
হয়, তখন চিত্র হইতে দেখা যায়, সন্নিহিত বাহু ON, YI হইতে ক্রমশঃ 
বাড়িতে বাড়িতে, о যখন 180° এর সমান হয়, তখন ব্যাসার্দের সমান হয়; 
আর বিপরীত বাহু কমিতে কমিতে শুন্য হয়। অধিকন্ত এই পাদে বিপরীত 
বাহ সর্বদাই ধনাত্মক, কিন্তু সন্নিহিত বাহু সর্বদাই ata, geri, এই 
পাদে tan 9 সর্বদাই খণাত্মক হইবে এবং ইহার মান, 0 প্রথম পাদ অতিক্রম 
- করিয়া দ্বিতীয় পাদে আসামাত্রই ধনাত্মক সুবৃহৎ মান হইতে, সয়িহিত বাহ 
এই গাদে সর্বদাই খণাত্মক, কিন্তু বিপরীত বাহু ধনাত্মক বলিয়া, সুবৃহৎ পরম 
মান-বিশিষ্ট খণাত্মক মানযুক্ত হইয়া পড়ে, এই পরম মান হইতে কমিতে কমিতে 
0= 180° হইলে, tan 0=0 হইবে | তৃতীয় পাদে বিপরীত বাহু এবং সন্নিহিত 
বাহু উভয়ই খণাত্মক বলিয়া এই পাদে tan 9 সর্বদাই ধনাত্মক ; Їйї, 9 
180° হইতে 270° পৰ্য্যন্ত বাড়িয়া চলিলে বিপরীত বাহুর দৈর্ঘ্য 0 হইতে বাড়িয়া 
্যাসার্দের সমান হইবে, আর ময়িহিত বাহু কমিতে কমিতে শূন্য হইবে। mew, 
এক্ষেত্রে tan 0 এর মান, 0 যত 270° দিকে যাইবে ততই বাড়িতে থাকিবে; 
কিন্তু о যখন 970° হইবে, তখন সন্নিহিত বাহুর দৈর্ঘ্য 0 হয় বলিয়া tan 9 
tan 90° এর 91 অর্থহীন, অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে | অতএব, tan 0 এর মান, 
এই পাদে, শূন্ত হইতে 270° এর পূর্ব পর্য্যন্ত ক্রমেই বাড়িতে থাকিবে, কিন্ত 


Tangent = 


অতএব, tan 0 = 


লেখ " ১০৭ 


0 =270° হইলে tan 0 এর.মান কত, নির্দিষ্ট করিয়া বলা যাইবে না, অর্থাৎ 
tan Ө তখন অনির্দিষ্ট হইবে। চতুর্থ পাদে afew বাহু ধনাত্মক, কিন্ত 
বিপরীত বাছ খণাত্মক ; Boalt, এই পাদে tan 6 সর্বদাই খণাত্মক। এই 
পাদে о যখন 270° এর অতি নিকটবর্তী থাকে, তখন সন্নিহিত বাহু afore 
বলিয়া tan 0 খণাত্মক হইলেও উহার পরম মান 'অতিবৃহৎ হইবে। Awa, 
9, 270° অতিক্রম FRA চতুর্থ পাদে আসিলে tan 9 এর ধনাত্মক 495% মান 
হঠাৎ খণাত্মক কিন্ত পরম মান সুবৃহৎ এইরূপ মানে পরিবর্তিত হয়। তারপর 
0 যতই 360 এর দিকে অগ্রসর হয় ততই tan 0 এর পরম মান কমিতে কমিতে 
«p হয়, অথবা বলা চলে tan 9 এর মান বাড়িতে বাড়িতে TW! অতএব, 

প্রথম পাদে 9 এর মান যখন 0° হইতে 90° AVS বাড়ে, তখন tan 6 এর 
মান 0 হইতে ক্রমাগত বাড়িয়াই চলে, কিন্তু সর্বদাই সসীম থাকে) এর 
90° এর নিকটবর্তী মানসমূহের জন্য tan 0 এর মান সসীম হইলেও AIS; . 
কিন্ত 0 = 90? হইলে, tan 0 অনির্দিষ্ট 5231 পড়ে। 

9 এর মান প্রথম পাদ অতিক্রম করিয়া দ্বিতীয় পাদে আদিবামাত্রই 
kan 0 এর মান খণাত্মক কিন্তু 90° এর অব্যবহিত পূর্বের যেরূপ ছিল সেইরূপ 
অতিবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট হইয়া পড়ে এবং 9 যতই বাড়িতে থাকে এই 
পরম মান ততই কমিতে থাকে এবং কমিয়া কমিয়া Ө যখন 180° হয় তখন 
tan 0 এর মান 0 হয়। 

তৃতীয় পাদে tan 0 এর মান সর্বদাই ধনাত্মক এবং 6, 180° হইতে 270° 
পর্য্যন্ত যতই বাড়িতে থাকিবে, tano ও শূন্য হইতে ততই বাড়িতে থাকে, 
ө এর 970° এর নিকটতম মানসমূহের জন্য tan 0 এর মান সসীম হইলেও 
সুবৃহৎ ; কিন্ত ৪270” হইলে tan 0 আবার অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে। 

9 এর মান তৃতীয় পাদ অতিক্রম করিয়া চতুর্থ পাদে আসিবামাত্রই 
ton 0 এর মান খণাত্মক, কিন্তু 270° এর অব্যবহিত পূর্বের যেরূপ ছিল সেইরূপ 
অতিবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট হইয়া পড়ে এবং 0 যতই বাড়িতে থাকে এই 
পরম মান ততই কমিতে থাকে এবং কমিয়া কমিয়া o যখন 360° হয় 
তখন 0 হয়। 

(iv) কোণের cosecant এর মানের পরিবর্তন £ 


9959০ 0-15 বলিয়া 0=0° হইলে совес 0 অনির্দিষ্ট হয়, কিন্ত 


০* এর নিকটবর্তী মানসমূহের wg ইহার মান সীম few সুবৃহৎ; 0 যতই 
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90° এর দিকে যায়, cosec 08 ততই কমিতে থাকে এবং যখন 0— 90? হয়, 
তখন ০০5৪৪০ Ө=1 ZF | 

দ্বিতীয় ATCT ০০৪9০ 0 ধনাত্মক এবং 0 যখন বাড়িতে বাড়িতে 90° হইতে 
180°CS যায়, ০০5০০ 9 এর মান আবার 1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে সর্বদা 
সনীম থাকিলেও 180° এর “নিকটবর্তী মানসমূহের জন্য ধনাত্মক কিন্তু ах 
হইয়া পড়ে ; এবং 180°CS ০০5৪০০ 0 অনির্দিষ্ট, হয় | 

তৃতীয় পাদে ০০৪০০ সর্বদাই খণাত্মক এবং ө দ্বিতীয় পাদ অতিক্রম 
করিয়া তৃতীয় পাদে আদিবামাত্রই ০০৪৪০ 9 এর মান, ধনাত্মক স্থবুহৎ হইতে . 
খণাত্মক কিন্তু সুবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট ЭЗИП পড়ে এবং বাড়িতে বাড়িতে যখন 
0 =970° হয়, তখন ০০৪০০ 0— —1 হ্য়। Y 

চতুর্থ পাদেও cosec 0 খণাত্মক। 0, 270° হইতে 360° AGB বাড়িতে 
থাকিলে cosec 0 -1 হইতে ক্রমশঃ কমিতে থাকে এবং ইহার পরম মান 
ক্রমশঃ বৃদ্ধি পাইতে থাকে । 9 এর 360° এর নিকটবর্তী মানসমূহের জন্য 
созес 0 খণাত্মক কিন্ত WIS পরম মান-বিশিষ্ট হয়; 9 = 960° হইলে, cosec 6 
অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে। 

_ 9) কোণের secant এর মানের পরিবর্তন 2 


sed. বলিয়া 9 কোণ যখন O^, তখন seo O=]. প্রথম পাদে 


see 9 সর্বদাই ধনাত্মক এবং ইহার মান, 0 যতই 90° এর দিকে যায় ধনাত্মক 
এবং সসীম থাকিয়া ততই বাড়িতে থাকে | 90" এর নিকটবর্তী মানসমূহের 
জন্য sec 0 ধনাত্মক, সসীম কিন্তু স্থবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট হয়। যখন 0.= 90°, 
তখন вес 0 অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে। | 

দ্বিতীয় # see 9 ANTE! 6 এর মান 90° অতিক্রম করিয়া দ্বিতীয় 
পাদে আসিবামাত্রই sec 0 এর মান ধণাত্মক কিন্ত еҷ এবং সসীম পরম 
মান-বিশিষ্ট হইয়া পড়ে এবং о যতই 180° দিকে যায়, ততই goo এর মান 
ক্রমশঃ বাড়িতে বাড়িতে -1 এর দিকে যায়। 0=180° হইলে soc 9 
=-1! 

তৃতীয় MTE sec 0 ЇЧ І এই পাদে 0 যতই বাড়িতে থাকে sao এর 
মানও ততই —1 হইতে কমিতে থাকে এবং ৪ এর মান 270° এর নিকটবর্তী 
যানসমূহের 99 sec 9 atta, কিন্তু সসীম ও সুবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট হয়। 
৪270" হইলে, sec 0 অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে | 


লেখ ১০৯ 


চতুর্থ পাদে soc 0 ধনাত্মক | 0 এর মান 270° অতিক্রম করিয়া চতুর্থ পাদে 
আপিলেই ৪9০9 ধনাত্মক কিন্তু সসীম ও সুবৃহৎ পরম মান-বিশিষ্ট হইয়া পড়ে 
এবং 0 যতই 360° এর দিকে যায়, sec 0 কমিতে কমিতে Ө যখন 360° হয়, 
তখন উহা 1 হয়। f 


(vi) TA cotangent এর মানের পরিবর্তন ° 
cot 0 = ane বলিয়া প্রথম পাদে cot 0 ধনাত্মক ; 0 কোণ যখন 0°, তখন 


cot 0 waft, 9 কোণ 0° হইতে একটু. বাড়িলেই cot o ধনাত্মক কিন্ত 
AAT ও স্ুবৃহৎ 5231 পড়ে এবং 0 কোণ বাড়িতে pus 90° পর্য্যন্ত অগ্রসর 
হইলে cot 0 FACS কমিতে 0 ZF | 

দ্বিতীয় পাদে cot 0 ANAF এবং 0 যখন বাড়িতে е 180° দিকে 
যায় cot 0 খণাত্মক থাকিয়াই ক্রমবর্ধমীন পরম মান-বিশিষ্ট হয়। ө কোণের 
180° এর নিকটবর্তী মানসমূহের জন্য cot 0 খণাত্মক কিন্তু সসীম ও FRS 
পরম মান-বিশিষ্ট হয়। 0-180? হইলে cot 0 অনির্দিষ্ট হইয়া পড়ে। 

তৃতীয় পাদে cot 9 ধনাত্মক | 0 কোণ 180° অতিক্রম করিয়! তৃতীয় পাদে 
আসিবামাত্রই cot 0 এর মান ধনাত্মক কিন্তু সুবৃহৎ ও সীম. পরম মান-বিশিষ্ট 
হইয়া পড়ে এবং 0 যতই 180° হইতে 270° এর দিকে অগ্রসর হয়, cot 0 এর 
মান ততই কমিতে কমিতে 9 যখন 270° হয়, তখন 0 ZF I 

চতুর্থ পাদে cot O ANAFI 0 এর মান 270° হহতে যতই 360° দিকে 
যায় ০০৮০ এর মান 0 হইতে ততই কমিতে থাকে । চতুর্থ পাদে 360° এর 
নিকটবৰ্ত্তী মানসমূহের জন্য cot Ө খণাত্মক, কিন্তু সসীম ও সুবৃহৎ পরম-মান 
বিশিষ্ট হয়। 0 যখন 360° হয়, তখন cot 0 অনির্দিষ্ট SVU পড়ে। 

£জক্কোশনিত্িক Scorsese বেল 
( Graphs of Trigonometrical Functions ) 

T2. বীজগণিতের ন্যায় টত্রকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ অস্ন করিবার 
সময় দুইটি পরস্পরচ্ছেদী সরলরেখাকে XOX’ এবং YOY’ অক্ষ হিসাবে 
লওয়া হয়। cw বরাবর কোণের মান এবং ॥-অক্ষ বরাবর এ সকল 
কোণের অন্থরূপ ট্রকোণমিতিক অমুপাতগুলির মান বসানো হয়। এইরূপে 
কোণ ও তাহার ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষক-প্রকাশক যে সকল বিভিন্ন বিন্দু পাওয়া 
যায়, তাহাদিগকে একটি awe রেখা দ্বারা যোগ করিলে ত্রৈকোগমিতিক 
অপেক্ষকটির লেখ পাওয়া যাঁয়। 


১১০ š ত্রিকোণমিতি 

T3. sin x এল লেশ | i 

মনে কর, Y= sin z; ? এর বিভিন্ন মান এবং এই সমীকরণ হইতে প্রাপ্ত 
‚ у এর অনুরূপ মানসমূহ লইয়া নিম্নের তালিকা প্রস্তুত করা হইল | 


z -90 |-и -ne | oo” | -zoe | ЕЕЕ 0° 
у= віш 21 —1 ЕЕЕ -%1-1-% -u7|0 
2 | 10° E 80° | 40° | 50° | 60° | 70° | 80° | 90° 


“TT | "87 | "84 | 98 | І 


y=sin z | “17 “34 '50 


a 


DAR বরাবর ছক-কাগজের ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর দৈর্ঘ্যকে 10° এবং 
y-W বরাবর ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর 10 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া 
উপরের বিন্দুগুলি স্থাপন করা, হইল এবং একটি AWS রেখার দ্বারা উহাদিগকে 
যোগ কর! হইল। প্রাপ্ত রেখাই ( পরপুষ্ঠার চিত্র ) এই অপেক্গকের লেখ | 

ТА. cos x এল CHAI | 

মনে কর, y=cos r. 

z এর বিভিন্ন মান এবং এই সমীকরণ হইতে প্রাপ্ত у এর অনুরূপ মানসমূহ 
azal নিম্নের তালিকা প্রস্তুত কর! হইল | 


140° | 150° | 160° | 170° | 180° 


| 
| 
100° | 110° | 120° | 130° 


98 | "94 | '87 | TT | 64 | ‘50 | ese | 17 | 0 


o” |10| sr | "|| oo s e 100" | 110° ‘eon 


xx Y 


—'94 [te 


“64 | o| "34 »| 9 


১১১ 


লেখ 


Cosine এর লেখ 


Sine এর লেখ 


XI—E.M. 20 


১১২ ত্ৰিকোণমিতি 


oS বরাবর ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যকে 10° এবং %-অক্ষ বরাবর 
ча বর্গক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া উপরের 
বিন্দুগুলি স্থাপন কর! হইল এবং একটি HWS রেখার দ্বার! উহাদিগকে যোগ করা! 
হইল । প্রাপ্ত রেখাই (পৃষ্ঠা 111 এর ডানদিকের চিত্র) এই অপেক্ষকের লেখ | 


75. tan x <= ceni 


মনে কর, y=tan т; z এর বিভিন্ন মান এবং এই সমীকরণ হইতে |8 
y এর অনুরূপ মানসমূহ লইয়া сач তালিকা প্রস্তুত করা হইল। 


Ф —20° | —10* | 0° 1105 | 20° | 30° 1401 50° 
y=tan z -w| -৭৪] 0 ЕЯ 119 
60° | v0" | 80° | 90° | 100° ইত্যাদি 
im 2°75 | 567 | ০০ | — 667 | ইত্যাদি 


অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্র বর্গক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যকে 10° এবং у অক্ষ বরাবর 
"RE বক্ষেত্রের এক বাহুর দৈর্ঘ্যের 3 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক (БП উপরের 
Бает স্থাপন করা হইল এবং সন্তত রেখা দ্বারা উহাদিগকে যোগ করা 
হইল। এই চিত্রটি ( পরপুষ্ঠার চিত্র) এই অপেক্ষকের লেখ | 


TBI tangent লেখ এর বৈশিষ্ট্য : চিত্র হইতে দেখা যাইতেছে যে, 
এই লেখটি একটিমাত্র AWS রেখা নহে। ইহা অনুরপ আকৃতির অসংখ্য 


বিচ্ছিন্ন (separate) অংশ লইয়া গঠিত। ৩ এর মান যখন বা তাহার কোন 


“Л গুণিতক হয়, তখনই এই অসন্ততি (discontinuity) দেখা যায় | % যখন 
বাম হইতে আসিয়া এই সকল মানের দক্ষিণে যায় (যেমন 80° বা ৪৮ হইতে 
95° বা 96° তে গেলে ) তখন tan z এর মান সহসা অতিবৃহৎ ধনাত্মক মান 
হইতে পরিবন্তিত হইয়া অতিবৃহৎ খণাত্মক মানে পরিণত হয়। о এর মান 
: বা তাহার supr গুণিতকের যত নিকটে আসে লেখটিও সেই বিন্দু ( 3 বা 


তাহার эү গুণিতক ) দিয়া y রেখার সমাস্তরাল রেখার তত নিকটে চলিয়া 


১১৩ 


লেখ 


plod Ef» queSuv, 


v 


e 
+ 
81০৭৯ 


їс: _| 


১১৪ ত্ৰিকোণমিতি 


আসে। কিন্ত কখনই লেখ এই রেখার সহিত মিলিত হয় না। সেই রেখাটিকে 
লেখটির অসীম রেখ! (asymptote) বলে | 

76. cot x «= cene | 

y=cota ধরিয়া tan z এর 919 এই লেখটিও অঙ্কিত করা যায়। এই 
লেখটিও অসংখ্য অসম্তত রেখা লইয়া গঠিত 1 2 এর মান 0 T л এর কোন 
গুণিতক হইলেই এই লেখে wawfe আসিয়া পড়ে | 

77. cosec x <= cen | 

মনে কর, y—cosec v; z এর বিভিন্ন মান এবং এই সমীকরণ হইতে 
প্রাপ্ত y এর অনুরূপ AAAI Heal নিয়ের তালিকা প্রস্তুত কর! zz | 


| 
—10° |0° | 10° | 20° |80°| ইত্যাদি 100° |110° ইত্যাদি 


scm] 


so oo 


со 


inpr ro [ও 


ener | + pem 


шее" বরাবর "E страч 1 বাহুর দৈর্ঘ্যকে 10° এবং у অক্ষ বরাবর 
ক্ষুদ্র বক্ষেত্রের 1 বাহুর দৈর্ঘ্যের 3 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া উপরের 
Веб স্থাপন করা হইল এবং aas রেখা দ্বার] উহাদিগকে যোগ করা 
হইল। এই চিত্রটি ( পরপৃষ্ঠার চিত্র) এই অপেক্ষকের লেখ। [6959০ z এর 
লেখও অসংখ্য অসস্তত রেখা লইয়া গঠিত। y এর মান কখনই —1 হইতে 
1 এর মধ্যে থাকিবে না] 


78. sec x == লেখ | 
у= ос т ধরিয়া অনুরূপ вес z এর লেখ APSA যায়। 


এস্থলে sec v= ar এই সুত্র হইতে % এর বিভিন্ন মানের জন্য ৪০০ z এর 
মান নির্ণয় করিয়। চিত্রটি অস্কিত করিতে হইবে | 


79. Bw. 1. Draw the graph of y=sin x+cos z between 
the range 2 = 0 to #= 2л, and find from the graph the values of x 
for which (i) y=0, (i) y is maximum, (iii) y is minimum. 

_ L0. U. 1934 ] 

সাইন ও কোসাইন তালিকা হইতে т এর বিভিন্ন মানের অনুরূপ সাইন ও 
কোসাইন এর মান নির্ণয় করিয়া এই সমীকরণের সাহায্যে y এর মান fads 


১১৫ 


ble) bi gueoesor) 


হা 


сч 


১১৬ ত্ৰিকোণমিতি 
করিতে হইবে । নিম্নের তালিকায় % ও অনুরূপ y এর মানসমূহ সন্নিবিষ্ট 


(sin z cos z) এর লেখ 


20° | 80° | 40° | 50° | 60° | 70° 90° | 100° 


80° 


4 m 
1 | 115 | 1:27 | 1°87 | 1'41 | 141 
z I 


y 


1'97 | 1°27 | ras 1 | 'Bl 


z 170° | 180° 


| = 
140° | 150° |i 190° | 200* 


110° | 190° | 130° 


y | 59 | ‘87 | 18 | -13 


-r| | sy |= ЕЎ আগা, 
| | — - - _ 


লেখ ১১৭, 


æ | 210° | 220° | 230° | 240° | 250° | 260° | 270° | 980° 
% -107| -rar -ra| rer] -107| -ru —1 | —'°81 
m | 290° | 800° | 810° | 320° | 380° | 840° 350° | 860° 
у | - | =r | ~13 | 15 | | 59 | ‘81 | 1 


£-অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্র বরগক্ষেত্রের এক বাহুর CHATS 10° এবং ॥-অক্ষ বরাবর 
"EX বরগক্ষেত্রের এক বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক “fan এই 
বিন্দুগুলি স্থাপন কর! হইল এবং একটি সম্তত রেখার দ্বার! উহাদিগকে যোগ কর! 
হইল। প্রাপ্ত রেখা ই ( পূর্বপূষ্ঠার চিত্র) উদিষ্ট লেখ | 

লেখ হইতে দেখা যাইতেছে, (i) %-0 যখন, z=185° এবং z = 815°, 
Gü) y এর মান চরম, যখন 2 — 45°, (ii) y এর মান অবম, যখন z = 225°, 

710. ভৈক্কোণমিভিক s-celm লৈশিক AS- 
= (Trigonometrical solutions of equations) | 

বীজগণিতের সমীকরণের TAS সাধারণতঃ সমীকরণের দুই পক্ষের দুইটি 
লেখ অঙ্কন করিয়া ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণেরও সমাধান কর! যায়। সময়ে 
সময়ে অবশ্য পক্ষাস্তর করিয়া! একপক্ষকে একেবারে শুন্ করিয়া, অথবা, স্থবিধামত 
পক্ষাস্তর PRN এবং স্থত্র-সাহায্যে যে-কোন অথবা উভয় পক্ষস্থ অপেক্ষককে 
অপেক্ষাকৃত সরল করিয়া লইয়া সমাধান করা হয়। 

Ww]. 2. Solve graphically the equation 2 sin?z= сов Qe, 


giving only those solutions of z which lie between — ^ and Hi 


[ C. U. 1938, '46, 48] 
এস্থলে, 9 81022 = cos 92 
বা, 1-cos 2a=cos 2a, বা, 1-2 сов 2%, 
বা, $ = соз 22. 
অতএব, (i) y=} এবং (ii) у= сов 2% এর লেখ দুইটি অঙ্কিত করিয়া 
উহাদের ছেদবিন্দুর ॥-স্থানাঙ্কই নির্ণে বীজ হইবে। 
(i) =-অক্ষের সমান্তরাল এবং উহা হইতে y CUR ধনাত্মক দিকে 4 একক 
দূরে অবস্থিত সরল রেখাটিই у=} এর লেখ । ॥/-অক্ষ বরাবর CER বর্গক্ষেত্রের 


ত্রিকোণমিতি 


১১৮ 


I2 হই Bl» 26 S00 = v, urs 6 


লেখ ১১৯ 


বাহুর 10 গুণকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া লেখটি অঙ্কিত করা হইল 1 চিত্রে লেখটি 
AB রেখা দ্বার! সুচিত হইয়াছে। 

(ü) = ০০৪ 2% এর লেখ অঙ্কিত করিবার জন্য সমীকরণটিকে সিদ্ধ করে 
এইরূপ z এবং অনুরূপ у এর মান নির্ণয় করিয়া নিম্নের তালিকাটি প্রস্তুত 
করা হইল £ ° 


s |-o*|-15 | -60° | -48° | -30° | -38°| 0 
siala [9 [er] 
s | ws" | ово | 45° | во" | 76° | 90° |106" 
y а [в |0 ЕЛЕЧЕ 
z | 120° 180° | 195° | 210° |225°|240° 255° | 970° 


135° | 150° | 165° 
| 


y|- 5| 0 |5 | az | 11519 ЕЕЕ 


এখন ছক-কাঁগজে, ৪-অক্ষ বরাবর BE বরক্ষেত্রের বাহুর দ্বিগুণ দৈর্ঘ্যকে 
15° এর সমান ধরিয়া এবং 4-অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্র বরগক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 
10 গুণ দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া উপরের (ачаб স্থাপন কর! হইল এবং 
একটি was রেখ! দ্বার! উহাদিগ্কে সংযুক্ত করা হইল। প্রাপ্ত রেখাই 
( পূর্বপৃষ্ঠার চিত্র ) cos 2 এর লেখ। s 

একই মূলবিন্দু এবং অক্ষ লইয়া এবং একই এককে y=} এর লেখটিও 
অঙ্কিত করা হইয়াছে। 

চিত্র হইতে দেখা যায়, লেখ দুইটি পরম্পর চারিটি বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 


ছেদবিন্দু চারটি ga- 30°, 30°, 150°, 210°, 
. x, x, 5m, 1л, 
. По সমাধান x= — 968 6 
উদ]. 3. Solve graphically tanz-—2v between т=0 and 
z. [ O. U. 1989] 


2-9 


১২০ А ত্রিকোণমিতি 


ү 
I 
H 4 иш! 
I 
6 a 
5 
а J 
H 1 
3 rr - 
2 — я 
я! | 
Je " E 
1 ЫР 
x’ j | 
= 157 হা 12275 mas x 


ыз 


E СЕ оте sr 


tan 2= 9 এর লৈথিক সমাধান 


লেখ ১২১ 


এস্থলে z রেডিয়ানে প্রকাশিত হইয়াছে মনে করিতে হইবে 1 
(i) yetan в এবং (ü) у= 2% এর লেখ দুইটি অস্কিত করিলে উহাদের 


ছেদবিন্দুর ॥-স্থানাঙ্কই নির্ণেয় বীজ | 


2=0 এবং r= 3 সীমার মধ্যে সমীকরণকে সিদ্ধ করে এইরূপ % এর মান- 
সমূহ এবং чэч у এর মানসমূহ লইয়া fac তালিকা টি প্রস্তুত করা হইল £ 


2 


л 


ы 
6 ৪ 


z (রেডিয়ানে প্রকাশিত) | 0 


y | o | vos | 210 | 315 


(ii) 
£(রেডিয়ানে a 
প্রকাশিত) | | 18 
y | 0 | 18 | "36 | `51 | ‘84 119 \гтз 275 lsr] অনির্দিষ্ট 


т 


2 


8a 


a 
18 


Tn 
18 | 18 18 


18 


Эл 
18 


2л 
18 


ба 
18 


এখন ছক-কাগজে ccm" বরাবর ক্ষুদ্র বরগক্ষেত্রের বাহুর 5 গুণ দৈর্ঘ্যকে 
15 রেডিয়ানের সমান এবং 9-অক্ষ বরাবর ЧЕ বর্গক্ষেত্রের বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণ 


দৈর্ঘ্যকে দৈর্ঘ্যের একক ধরিয়া উপরের বিন্দুগুলি স্থাপন কর! হইল এবং প্রতি 
ক্ষেত্রে একটি সন্তত রেখা! দ্বার! প্রত্যেকটির арабист সংযুক্ত করা হইল। 
প্রাপ্ত রেখা দুইটি (পূর্বপৃষ্ঠার চিত্র ) (i) এবং (1) এর লেখ। 


চিত্র হইতে দেখা যায় লেখ দুইটি যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে মূলবিন্দু 
হইতে %-অক্ষ বরাবর তাহাদের দূরত্ব 0 এবং 33 (AA); অতএব, 


এ ছুই ছেদবিন্দুর acutis = 0 এবং s x রেডিয়ান, অর্থাৎ, 0 এবং 117 
রেডিয়ান (স্থুলভাবে ) 1 

অতএব, л=0 এবং r- সীমার মধ্যে প্রদত্ত সমীকরণের সমাধান z=0 
এবং 2-117 (স্থুলভাবে )! 


i ae P 


Ersta 10 
1. Draw the graphs of : 
(i) sin 5z; (ii) sin z—cos a ; 
(ii) tan 92 between z=0 to g= i^ 


2. Draw the graph of sin 0 and cos 6 between 9 =0 and 0 —7. 
Find the points where the graphs intersect. — [O. U. 1915, 86 ] 


3. Draw the graph of cos z—sin 2% for values of т lying 
between 0° and 90°, and hence obtain the least value of 
cos z —sin 27 in this range. 


4. Solve graphically the equation бап z-cosc between 
2=0 and me i [ б. U. 1956 ] 


5. Draw the graph of y=sin (2+ s) between the limits 


m= - лапа v= +n. 


6. Solve graphically, t= tan z between z -0andz- 2 . 
[ C. U. 1945 ] 
7. Sketch tho graphs of у=, y=sin z and V tan æ in the 


range — 5 and + 3 with reference to the same axes of z and y. 


From the nature of the graph near the origin бап you suggest 
any relation among them at the origin ? (0. U. 1952] 


Braves: জ্যামিতি 


aq Sess 


q 
‘ ( Circle ) 


11. কোন সমতলের উপর চলমান কোন বিন্দুর দূরত্ব এ সমতলে 
অবস্থিত কোন নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে সর্বদা একই হইলে, চলমান বিন্দুটির 
সধশরপথকে বৃত্ত (circle) বলে | 

নিদিষ্ট বিন্দুটিকে এই বৃত্তের cem (contro) এবং এই কেন্দ্র ui চলমান 
বিন্দুর ধ্রুবক দূরত্বকে এ বৃত্তের ব্যাসার্ধ (radius) বলে | 


12. সুলবিল্দুত্ে серет এবং a ব্যাসাদ্ধ-বিশিষ্ট 
=== steel | 


[ The equation of a circle whose radius is a and whose 
centre is at the origin. ] 


о ҷа এবং XOX’, ys 
YoY’ দুইটি ww! বৃত্তের 
কেন্দ্র মূলবিন্দু oce অবস্থিত 


এবং উহার ব্যাসার্ধ а. ৫0) 
বৃত্তের উপরে যে-কোন / 7৮ 
একটি বিন্দু p লও, মনে কর, X x 
ইহার স্থানাঙ্ক (z, y). dede 
OP যোগ কর এবং P 
হইতে এ-অক্ষের উপর PM AT 


টান। তাহা হইলে, OM-z ү! 
এবং РМ =}. 


২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
এখন, ОРМ সমকোণী face, OM? + PM*=OP’, 
বা, х? a? ; 
ইহাই মূলবিন্দুতে কেন্দ্র এবং a ব্যাপার্দ-বিশিষ্ট বৃত্তের সমীকরণ। 
HATS এক্ষেত্রে লক্ষণীয় যে, সমীকরণে z? এবং %৪ এর সহগ একই, 
এবং উহাতে %/-ঘটিত কোন পদ ATE | 


13. (h, k) Stes ferc একত্দ্র এছ. a 
ব্যাসাঁ্ধ-বিশিষ্ট === ASEA | 


[The equation of a circle whose radius is a and the 
co-ordinates of whose centres are (h, К). ] 

বৃত্তের Weis а এবং উহার কেন্দ্র 0 বিন্দুতে অবস্থিত। XOX’ এবং 
YOY IRA AJANA 0 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (Л, 7). 

বৃত্তের উপরে যে-কোন বিন্দু P লও এবং মনে কর, ইহার স্থানাঙ্ক (z, y). 
ОР যোগ কর। 


এখন, OP=a; .. OP*=a*, 
আবার, ОР? =(e—h)* +(y- k)". 
(xh)? +(y-k)? =a? ; 
ইহাই a ব্যাসার্ধ এবং (h, 7) বিন্দুতে কেন্দ্র-বিশিষ্ট বৃত্তের সমীকরণ | 
দ্রষ্টব্য : কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক এবং ব্যাসার্ধ দেওয়া থাকিলে, উপরিউক্ত 
সমীকরণ-পাহায্ো যে-কোন বৃত্তের সমীকরণ নির্ণয় করা যায়। যেমন, 


বৃত্ত ৩ 

(i) কেন্দ্র (3, 5), ব্যাসার্ধ 4; সমীকরণ £ (2—3)* 4 (y-5)2 —4*, 
অর্থাৎ 16, 

(ii) কেন্দ্র (7, - 8), ব্যাসার্দ 5 ; সমীকরণ š (z — 7)* - (y - (- 8]2 = 52, 
বা, (7-7)? +(y+3)2=95. 

বিপরীতক্রমে, কোন বৃত্তের সমীকরণ দেওয়া থাকিলে অনায়াসেই qeda 
কেন্দ্র এবং ব্যাসার্ধ নিরূপণ করা যায়। যেমন, 

সমীকরণ £ (৮-7)+(/-17)5-542; কেন্দ্র (h, 7), ব্যাসার্ধ a (দক্ষিণ- 
পক্ষস্থ রাশির বর্গমূল )। 

সমীকরণ £ (e-3)2+(u-4)2=95; কেন্দ্র (3, 4), DING VIS, 
অর্থাৎ, 5. 
সমীকরণ £ (0+ 9)° +(w— 6) =64 ; কেন্দ্ৰ (-2, 6), ব্যাসার্ধ 8. 


14. x*«y*-2gx-2fg-e-0  আন্কাল্লেল faats- 
সমীক্ল্ূণ HARES (-g, 71) CHEF এবং Ја 
ল্যাসাদ্ধ-বিশিষ্ট as aos কলে। 


[ Any quadratic equation of the form x?-+y?+2gx+2fy+e 
=0 always represents a circle, the co-ordinates of whose 


z* +y” + 9gz 9fy o = 0, 
বা, + +990  9fy +g? +/ =" +f? — с, 
(০ কে পক্ষাস্তর করিয়া এবং উভয় পক্ষে 7 এবং /* 
যোগ করিয়া) 


বা, (22 + 902+ 05) +(y* +9 +/2) 2 9? + f° — с, 

বা, (+g) +l +A =(„/0#+)*-с)*, 

বা, 12-(-)*+10/-0-4/15-7505408+-০)% ; 

13 অনুচ্ছেদের সমীকরণের সহিত মিলাইলে দেখা যায়, ইহা! একটি বৃত্তের 
সমীকরণ এবং বৃত্তের কেন্দ্র (- 9, — f), এবং 47716 Jott f$ - c. 


৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
WAT £ о? +f? > ০ হইলে, ব্যাঁসার্দ এবং সেইভন্য ГЕ বাস্তব (real) 


g + f° < с হইলে, ব্যাসাদ্ধী এবং সেইজন্য বৃত্তটিও কাল্পনিক 
(imaginary) হইবে ; 
আবার, 0° +7 = হইলে, ব্যাসার্ধ зен এবং তখন বৃত্তটি একটি 
বিন্দুতে পরিণত হইবে 1 
15. mete! feats ANSA ax? + by? + 2hxy + 28x 
+2yt+ce=0 এল SS সূচিত SaaS 1S | 
[ The condition that the general quadratic equation of the 


second degree ax*+by*+2hxy+2gx+2fy+c=0 may repre- 
sent a circle. ] 


az? + by? + Qhey +2ge +2fy +c=0, উভয় পক্ষকে а দ্বারা ভাগ 
করিয়া, ot 2 yt Pay at ya © =o, = (1) 

(1) দ্বার! কোন বৃত্ত সুচিত হইলে, মনে কর, এই বৃত্তের কেন্দ্র (-%, _) 
এবং ব্যাসার্ধ ১/754775- এইরূপ ধরিলে সাধারণত্বের কোন ব্যতিক্রম হয় 
না। কিন্ত এইরূপ বৃত্তের সমীকরণ 


w? +y?’ 907 9f yt c'-0 .. (9) 
অতএব, (1) এবং (2) সমীকরণ দুইটি একই সমীকরণ 
সমীকরণ দুইটির ৪ এর সহগ দুইটি সমান বলিয়া, 
bia Oh. 9 
акр + out a ys Seat ৮242165218০) 
LP NDS MUNI IR SLED LOE 
a 17 0, 2 27 алет 
শেষের তিনটি হইতে নিদিষ্ট কিছুই জান] যায় АП | 
b 2h 


x tits ৫-0বা a=b এবং h= =0. 
এই ছুইটিই facfs শর্ত 


বৃত্ত ৫ 


অতএব, সাধারণ faute সমীকুরণ 
az* +by* + hay + 9924 9fy + a= 0 


ছারা qe সুচিত হইবার শর্ত হইতেছে 


a=b এবং h=0, 
অর্থাৎ' সমীকরণটিতে 2৪ ও ॥*-ঘটিত পদঘয়ের FV সমান এবং 2-ঘটিত 
পদের অভাব ; এবং দেখা গ্রেল শর্ত দুইটি প্রয়োজনীয় এবং যথেষ্ট উভয়ই | 
176. (x1, y.) এবং (xa, Ye) Re সংহোজক সন্পল- 
Caen CA =zss= একটি ব্যাস, ভাহাব সমীকরণ | 


[ The equation of the circle having the join of (x4, yi) 
and (xz, y2) as a diameter. ] 


(с, уз) এবং (৫০, Ya) FHT যথাক্রমে 4 এবং В দ্বারা সুচিত কর 
এবং বৃত্তের উপর যে-কোন 


P (z,y) 
বিন্দু P লও, মনে কর, ইহার 
স্থানাঙ্ক (x, y, AP ও BP 
A B 
e M (41, 95) (৪, Ya) 


AB ব্যাস বলিয়া, APB 
agoz কোণ; App 
এক সমকোণের সমান; 
সেইজন্য AP ও pP পরস্পর AX; অতএব, AP ও BP সরলরেখাঘয়ের 
প্রবণতা (যাহার! সাধারণতঃ %-ছারা FS হয়, এবং ইংরেজীতে যাহাদিগকে 
gradient বলা হয় ) দুইটির গুণফল অবশ্যই - 1 হইবে। 


mi yi 
এখন, AP এর প্রবণতা = А 


এবং BP এর প্রবণতা 7—02; 
2-25 
e SUL ТҮШ с 
“@-@, 2-2 , Э 
বা, (/-/:)/-%2)- - (e _2)(6-5), 
বা, (/-92)(/-42)+ (z- т,)(®-х„) ৯০, 


aeia сб সমীকরণ। 
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17. mc =б®ги, emm ene SEZ fer | 
[ Points lying outside, on or inside a circle. ] 


মনে কর, বিন্দুটি Р, glos কেন্দ্র 0 এবং ব্যাসাদ্ধ а ; তাহা হইলে, 
০৮১৪ হইলে, P বিন্দুটি {ей 
বহিঃস্থ হইবে; : 
QP-a হইলে, P fÜ gea 
উপরস্থ হইবে; 
CP<a- হইলে, Р Реф qoia 
অন্তঃস্থ হইবে। 
rt +y? +90৮+%+০-০ ТТ সমীকরণ হইলে, কেন্দ্র 0 বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক হইবে (— g, — f) এবং ৰৃত্টির ব্যাস a হইবে gt fios 
অতএব, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৫2, vs) হইলে, 
p Ач таба বহিঃস্থ, উপরস্থ অথবা! অন্তঃস্থ হইবে, 


> 
aft ОР 2%®, 


অর্থাৎ, যদি, Ver +0)? + Vi SERE Ag? * f*-c zu 


ЛІМ AY 


অর্থাৎ, যদি, (7, +o)? +i tf? (02 +f? —c) হয়, 


> 
অর্থাৎ, যদি, ৪7011 +290, + 2fy to 2909! So) 


(1) এর সাহায্যে, কোন বিন্দু কোন বৃত্তের বহিঃস্থ, উপরস্থ অথবা wy 
কিনা অতি সহজেই নির্ণয় করা যায়। এস্থলে লক্ষণীয়, প্রদত্ত বৃত্তের মীকরণে 
৫ এবং у এর স্থলে যথাক্রমে 2 এর স্থানাঙ্কের ST ও কোটি বসাইয়া (1) এর 
বাম পক্ষের রাশিমাল পাওয়া গিয়াছে। 


18. ѓа এলে senda | 


উদ. 1. Find the equation of the circle whose centre is the 


origin and whose radius is б. 


বৃত্ত ৭ 
মূলবিন্দুতে কেন্দ্র এবং а ব্যাসার্দ-বিশিষ্ট বৃত্তের সমীকরণ হইতেছে 
а +y’ =a; এস্থলে ৫=5 বলিয়া, 
сї সমীকরণ হইল ao? + y* = 5°, 
বা, x?-- y? =25. 
Gel. 2. Find the equation of the circle whose centre is at 
the point (2, 5) and whose radius is 4. 


(h, k) বিন্দুতে কেন্দ্ৰ এবং а ব্যাসার্-বিশিষ্ট বৃত্তের সমীকরণ হইল, 
(2-3) + (g — 0° =a", 
এস্থলে, h=2, k=5 এবং а=4 বলিয়া, 
сб সমীকরণ হইল (2 — 2)? + (y— 5)? — 42, 
বা, 2#®—-4ш+4+у°%—10у +395 =16, 
বা, x?-- y? ~ 4x ~ 10y -13- 0. 
Werl. 8. Find the equation of the circle whose centre is the 
origin and which passes through the point (3, 5). 


কেন্দ্র (cod অবস্থিত বলিয়া, ms Ts 


2% +у? =a? se (D) 
ধরা যায়। 


এখন, qa (3, 5), বিন্ুগামী বলিয়া, 
8*-5* —a? 31a? =84. 
(1) হইতে, facta সমীকরণ হইল x? + y? 84. 


উদ]. 4. Obtain the equation of the circle passing through 
the point (2, — 4) and having its centre at the point ( — 8, 2). 


কেন্দ্র (- 3, 2) বিন্দুতে অবস্থিত বলিয়া বৃত্তটির সমীকরণ 

(w+ 3)* +(y-2)? =a? es . (1) 
ধরা যায়। 

এখন, বৃত্তটি (9, — 4) বিন্দুগামী বলিয়া, 

(2+8)?+(-4-2)*=a" বা a? = 5? +(-6)*=61. 
1) হইতে, бой সমীকরণ হইল (z + 3)* + (y — 9)? = 81, 

বা, z* +624+9+y?-4y+4=61, 
বা, x? -- y? -- 6x —4y—48=0. 
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উদ. 5. Find the radius and the co-ordinates of the centre 
of the circle whose equation is z? + y* —62+10y-15 =0. 
æ? + y* - ба +10у—15=0, 
বা, (22 - 62+9) + (0° +10y + 25) = 25 - 9+ 15, 
(— 15 কে পক্ষান্তর করিয়া, এবং উভয় 
পক্ষে 9+95 যোগ করিয়া ) 

বা, (x-3)-4(y-5?-49-7* ; 

বৃত্তটির 41716 7 এবং কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (3, — 5). 
উদ. 6. Obtain the equation of the circle whose centre is the 


point (2,8) and which passes through the intersection of the 
straight lines 3r — 2y _ 1—0 and 4c + y — 27 = 0. [ C. U. 1947] 


মনে কর, таба সমীকরণ (a — 2)? + (y - 3)? =a", = Q) 
лато) দুইটির сибәр পাইতে হইলে উহাদের সমীকরণ দুইটিকে 
সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিতে হইবে | А 


এখন, 3r—2y-1-0, 
এবং 4e+y-27=0; 


т S y 
—2x(-27)-1x(-1) -1x4-(-27)x8 


xc aw [T Toce 
x1-4x(-g) 
COLS unn e 
557777 i: 
55 T7 
11-5*/-11 
সরলরেখা দুইটির ছেদবিন্দু (5, 7). 


এখন, বৃত্তটি ছেদবিন্দু (5, ?)-গামী বলিয়া (1) হইতে, 
(5-2)? +(7-3)? =a? বা a? = 8* +4% - 95, 
(1) হইতে facta সমীকরণ হুইল (z — 2)* + (y - 3)! =95, 
বা, @*-4ж+4+у%-6у+9=25, 
বা, x?+y?-4x-6y-12=0. 


=]; 


বৃত্ত > 


Зи. 7. Find the equation of the circle having the join of 
the points (3, — 2) and (— 1, 6) as its diameter. 


(3, —2) এবং (- 1, 6) বিন্দু ছুইটিকে যথাক্রমে 4 ও B দ্বারা স্থচিত কর | 
AT, FSX যে-কোন বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক (৮, y) হইলে, 


AP এর প্রবণতা (gradient) = ЁЁ, 


এবং ВР এর প্রবণতা -%-6. 


2+1 
AP ও BP সরলরেখাদ্বয় পরস্পর =ч বলিয়া, 
a bus 5 5 
2-83 v1 1, বা, (у +2)(у 6) + (z 3)(a +1) 0, 


বা, y'-4y-1942?-25-3-0, 

বা, x?+y?-2x -4y - 15-70. 

উদ]. 8. Find the equation to the circle which passes through 
the points (3, — 4), (4, — 1) and (2, - 9). 

মনে কর, {ея সমীকরণ 2৪ +%/+2+9//+০-0, s (D 

теб প্রদত্ত (әнә বলিয়া! উহাদের স্থানাস্ক দ্বারা ея সমীকরণ 
সিদ্ধ হইবে; 

37 +(-4)?+2.39+2.(-4)f+e=0, 


বা, 25-67 -8/- 6-0 с) 
4° +(-1) +9, 43+9.(-)7+с=0, 

বা, 17-89 -9/- 6-0 - (8) 
এবং 2*4(-2?42.9252.(-2)f*c-0, 

বা, 8-- 4g - 4f - e= 0. + (4) 


(9), (3) ও (4) সমীকরণ তিনটি সমাধান করিলে পাওয়া যায়, 
0 —%, f=$ এবং 0=16, 
(1) হইতে, নির্ণয় সমীকরণ হইল 
z? +y? -9.(- a9. y+ 16-0, 
বা, x*-y? - 7x by 4-16 - 0. 
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উদ]. 9. Show that the four points (0, 0), (1, 2), (1, _ 1) and 
(9, — 1) are concyclie. Find the equation of the circle. 


মনে কর, প্রথম বিন্দত্রর়গামী те সমীকরণ 


w? 42479024919 + c— 0. yas S Gy 
теб প্রথম বিদুত্রযগামী বলিয়া উহাদের স্থানাঙ্ক দ্বার! geda সমীকরণ 
সিদ্ধ হইবে। অতএব, 
c=0 oes eee ... (2) 
5t*9g*4ftc-0 E ДЕ (৪) 
2+ 29 -2f+c=0 tee Hs 4). 
(2) হইতে (3) এবং (4)-4 ০=0 বসাইয়া, 
5+ 99+ 4f=0 ১০৩ 02 (5) 
2+ 29 - 2f=0_ ә. KN (6) 


বিয়োগ করিয়া, 8+6/=0, বা, f=—-4; 
/এর মান (6)-এ বাইয়া, 9+ 27+ 1=0 বা g= - 3. 


অতএব, (2), (8) এবং (4) সমাধান করিয়া, /= -%, /- - 8, ০= -0 
পাওয়া গেল। [ 


* (1) হইতে, প্রথম বিদ্দত্রয়গামী বৃত্তের সমীকরণ হইল 
®+у9—-8$ж- у= 0. 
এখন, এই সমীকরণের বাম পক্ষে z এবং у এর পরিবর্তে যথাক্রমে চতুর্থ 
বিন্দুটির স্থানাঙ্ক (2, — 1) এর Ge ও কোটি বসাইলে দেখা যায় 
বাম পক্ষ = 2? +( - 1)° — 8.9 — ( - 1) 
=4+1-6+1=0=দক্ষিণ পক্ষ; 
অতএব, দেখা গেল, (2, -1) বিন্দুটির স্থানাঙ্ক দ্বারা সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 
স্থতরাং, (2, — 1) А এ বৃত্তের উপর অবস্থিত। 
n প্রমাণিত হইল যে, প্রদত্ত বিন্দু চারিটি একই qeq এবং সেই বৃত্তের 
সমীকরণ 
x* 4 y* - 3x - y - 0. 


qs ১১ 


উদ. 10. A circle aah its centre on the line 2z — 3y — 0 and 
passes through the points (4, 8), (- 9, 5). Find its equation. 


[ C. U. 1950] 
মনে কর, বৃত্তটির সমীকরণ 2 +y? + 2904+ 2/y+0=0. + (1) 
(4, 8) এবং (- 2, 5) Raa বৃত্তটির উপর wy বলিয়া, 
25 +8g +6f+0=0 © (2) 
এবং 99-47 + 107+ c= 0 ১7৩ - (8) 


আবার (1) এর দ্বারা সুচিত বৃত্তটির কেন্দ্র (- 9, -/). ইহা 9z— 8/-0 
সরলরেখাটির উপর অবস্থিত বলিয়া, 
—29+ 8f=0 ... (4) 
(9), (8) এবং (4) এর সমীকরণগুলি সমাধান করলে 
g=, f=} এবং c= – 274 পাওয়া যায় I 
at এবং o এর এই সকল মান (1)-এ বসাইয়। নির্ণেয় সমীকরণটি হইল 
w? +y’ + Fut ty -244=0, 
বা,  "x?--7y? + 6x -- Ay - 211 — 0. 
উদ]. 11. Find the equation to the circle which passes through 


the origin and cuts off intercepts 8 and 4 from the positive parts 
of the axes. [ Rajputana, Gwalior & Ajmeer, 1943 ] 


মনে কর, বৃত্তটি д-т এবং (04) B 
уте যথাক্রমে মূলবিন্দু ভিন্ন 
4 ও B বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 
таб দ্বারা т ও %-অক্ষ হইতে 
কত্তিতাংশ যথাক্রমে 3 ও 4 বলিয়া 
A বিন্দুর স্থানাঙ্ক (8, 0) এবং p বিন্দুর A (3,0) 
স্থানাঙ্ক (0, 4) হইবে। অতএব, ০ 
{ай (0, 0), (3, 0) এবং (0, 4) fasraxettit i 
মনে কর, বৃত্তটির সমীকরণ £* +y’ +2ge+2fy+o=0 ** (1) 
тей (0, 0), (8, 0) এবং (0, 4) siti বলিয়া 
c=0 e (8) 
9+69+0=0 ө © (8) 
16+8/+০-0 s "y (4) 
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(9), (3) ও (4) সমীকরণগুলি সমাধান করিয়া, g= - $, f= - 2, c=0. 
(1) হইতে, facta সমীকরণটি হইল x? +y2 - 3x - 4y = 0. 


বিকল্প পদ্ধতি £ মনে কর, тебя সমীকরণ 
æ?  y* +298 -9fy - c—0 re) 
тер মূলবিন্দুগামী বলিয়া, ০=0. 
(1) সমীকরণটি দাড়াইল + 542 + 2/-0. + (9) 

এখন, таб যে ছুই বিন্দুতে ¿mü ছেদ করে তাহাদের ভুজ বৃত্তটির 
সমীকরণ অর্থাৎ সমীকরণ (2)-4 y =0 বসাইয়! পাওয়া যায়; অতএব, তাহাদের 
ভুজদ্বয় z° + 9gz =0 বা %(%+29)=0 সমীকরণের বীজ; 

অতএব, তাহার! 2 =0 এবং w= _ 99. 

অতএব, Taba দ্বারা %-অক্ষের কন্তিতাংশ = - 20 -0= - 9g. 

-29=8 বা g= – $, 

আবার, Феб %-অক্ষকে যে ছুই বিন্দুতে ছেদ করে তাহাদের কোটি 

সমীকরণ (2)-9 z=0 বসাইয়া দেখা যায়, 0 এবং - 9f. 
-9f-0—4, বা, f= -9. 
সমীকরণ (2)-এ g এবং f এর মান বসাইলে নির্ণেয় সমীকরণটি হইল 
х?+у°-8х-4у=0. 

©]. 12. Find the equation of the circle concentric with the 
circle @*+y?-—52+8y-4=0 and passing through the point 
(8, -9), 

c^ +y? + 970+ fy + c =0 দ্বার! সুচিত বৃত্তটির কেন্দ্র (— 9, – y) ; এই 
теба সহিত এককেক্্রীয় тетя FRA (- 9, -/) বলিয়া, এই সকল 
এককেন্্রীয় বৃত্তের g ও f প্রদত্ত qur / ও /এর সমান হইবে; কিন্ত 
এককেন্দীয় বৃত্তপমূহের ব্যাসার্ধ প্রদত্ত gaba Ware „уут হইতে 
ভিন্ন এবং / ও f ATS এককেন্জ্রীয় সকল বৃত্তের ক্ষেত্রে একই বলিয়া ০, 
অর্থাৎ, z ও y বঞ্জিত রাঁশিটি, অর্থাৎ, eae রাশিটি প্রদত্ত বৃত্ত এবং এককেন্দ্রীয় 


বৃত্ত 3e 
বৃত্তসমূহের সমীকরণে ভিন্ন হইবে। তাহা হইলে প্রদত্ত qul সহিত এক- 
কেন্দ্রীয় যে-কোন বৃত্তের সমীকরণ 
2০+%%-5+8+০-0 s+ (1), TA করা যায়। 
এখন, এই বৃত্তটি (8, — 2) বিন্দুগামী বলিয়া, 
3° +(-9)?-5.848(-2)+c=0, বা, ০৯৪, 
(1)-4 ০ এর মান বসাইয়া, নির্ণেয় সমীকরণ হইল 
x?+y? -5x+3y+8=0. 
উদ]. 13. Prove that the centres of the three circles 
w? +y2=1, 2? t y? 62 - 9y— 1, 
g? +? – 192 + 4у=1 
lie on one straight line, and find the equation of the straight 
line. [ C. U. B. A. & B. Sc., 1920 ] 
a? +y? + Qn + 9fy + с = দ্বার ASS বৃত্তটির ces (- 9, — f) ; 
প্রদত্ত বৃত্ত তিনটির কেন্দ্র (0, 0), (- 3, 1), (6, - 2). 
এখন, প্রথম বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখার সমীকরণ 
710 020 
0-1 0-(-8) 
এবং তৃতীয় কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (6, – 9) দ্বারা (1) সমীকরণটি সিদ্ধ হয়। 
es বৃতপমূহের стз একই সরলরেখায় অবস্থিত এবং সেই দরল- 
রেখার সমীকরণ x+ By = 0. 


»বা, a+ 3y=0; i 70100 


ese 1 
1. Find the equation of the circle whose centre is at the 
origin and whose radius is equal to 8. 
2. Find the equation to the circle whose centre is at the 
point 
(i) (~ 2, 0) and whose radius is 4 ; 
(ii) (4, 5) and whose radius is 5 ; 
(iii) (—4, —5) and whose radius is 7 ; 
(iv) (a, b) and whose radius is a— 5 ; 
(v) (8, —4) and whose radius is 4/5. 


১৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


8. Find the equation of the circle whose centre is at the 
point 
(i) (0, 0) and which passes through the point (- 2, 1) ; 
(ii) (2, 8) and which passes through the point (5, 7) ; 
[ 0. U. 1957 ] 
(iii) (—9, 5) and which passes through the point (— 5, 4) ; 
(iv) (—8, —9) and which passes through the point (2, — 3). 
4. Find the equation to the circle passing through the origin 
and having its centre 
(a) on the x-axis at a distance 5 from the origin ; 
(b) at the point (- g, - f). 


9. Find the equation of the circle which passes through the 
point (1, 1) and whose centre is on the y-axis at а distance 7 from 
the origin. 


6. Find the co-ordinates of the centre and the radius of the 
following circles : 
(i) c? +y2=16; (ii) 2% *y*-8; 
(ii) z?--y* — 10: 16-0; 
(iv) æ? +y?+8y-20=0; 
(v) 2*y*.-10z-18y412-0; 
(vi) £? +y? – 62+14у+33=0; 0..0. B. A. & B.Sc., 1951] 
(vii) 9(z* + y?) + 1922-6y- 4-0 ; 
(viii) a(z? + y?) + 9bz + 9oy = 0. 
7. Find the equation to the circle passing through the points : 
(i) (0, 0), (0, 5) and (- 2, -1); [ Mysore, 1946 ] 
(ii) (0, 0), (2, 0), (0, 8) ; 
(iii) (2, – 1), (2, 3), (4, - 1). 
8. Show that tho four points (3, 2), (1, 4), (3, 4), (1, 2) are 
concyclic. Find the equation to the circle passing through the 
points. 


T6 ১৫ 


9. Find the area of the triangle formed by joining the centres 
of the three circles 
z*44!—-9z49y—-7-70, 2% *y* -8z-2y 48-0 F 
and 2° +y? – 192+ 18y+17=0. 
10. Determine the centres and radii of the circles 
r? +y’ -2m +2y—-7=0, 2% +y? -6-2/-0-0 
and 2° +y- 8g- 4y—5=0 
and verify that the centres lie on a straight line, whose equation- 
you are required to obtain. [ C. U. 1950] 


11. Prove that the radii of the circles z? +y?=1, ৫৪ * y* – 22 

— 64=6 and æ? +y? — 4c — 19у = 9 are in arithmetical progression. 
LO. U. B. A. & B. 8c., 1917 ] 

12. Find the equation to the circle whose centre is the point 
(1, — 9) and which passes through the point of intersection of the 
straight lines 8a +y = 14 and 2a + 5y = 18. [ 0. U. 1945] 

13. Find the equation of the circle passing through the origin 
and the points at which the straight line 5z — 4y = 20 meets the 
axes. 

14. Find the equation of the circle whose centre is at the 
origin and which meets the straight line е 


(a) Z - %=1 on the axis of z, [ C. U. 1940] 
6 


c 
5 
g 


(b) 3+ » = 1 on the axis of z. 


15. Find the equation to the circle which passes through the 
points (2, 1), (1, 9) and has its centre on the straight line 
8r 4y - 7-0. 

16. Find the equation to the circle which passes through the 
points (a, 0), (m, n) and has its centre on the axis of y. 

17. Find the equation of the circle whose centre is the point 
of intersection of the straight lines 32+ 4у + 1= 0 and 2- 8y- 5 
=0 and which passes through the point where the straight line 
Qn + бу = 5 meets the y-axis. 
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18. Find the equation to the circle described on the join of 
(72, 6) and (6, — 8) as diameter, 

19. Atriangle has its vertices at the points (0, 1), (- 2,0) 
and (1, 0). Find the equations of the straight lines forming the 
sides, Find also the equation of the circle which has as a 
diameter that side of the triangle which lies in the first quadrant. 

[ C. U. 1950 ; Supplementary ] 

20.(a) Find the equation to the circle wbich passes through 
the origin and cuts off intercepts 5 and 3 from the positive parts 
of the axes of z and y respectively, 

(ë) Find the position of the point (4, — 5) with respect to this 
circle, 
` 21. Find the equation of the circle circumscribing the triangle 
formed by the straight lines 

ж+у=6, 22 +y=4 and x + 9.5. [ Agra, 1945 ] 

22. Obtain the equation of the circle which Passes through 
the two points on the axis of z which are at a distance 4 from 
the origin and whose radius is 5. 

28. (а) Find the equation of the circle concentric with the 
circle 2*+y*-62+8y+9=0 and Passing through the point 
(8, - 4). 

(b) Find the position of the point (5, 2) with respect to this 
concentric circle, 

24. (а) Find the equation of the circle concentric with the 
circle 9058 + y*) + 12z — 6y - 4 Q and having radius equal to Ф. 

(b) Find the position of the point (— 1, $) with reference to 
this concentric circle. এ 

25. ABCD is wsquare whose sido is a ; taking AB and AD as 
axes, prove that the equation to the circle cireumscribing the 
square is z? +у = al +). ГС. U. 1951] 

26. Find the area of an equilateral triangle inscribed in the 
circle z? +y? + 2002 + 2fyt+e=0. 

[0. U. B. А. & B. 8c., 1918 ] 


ve ১৭ 


19. x?4y*ea? 2S mL у=шх+с Tig 

| 

[ Points of intersection of the straight line у= mx+e and 
the circle x? + y? = a2. ] 

еже বৃত্ত এবং সরলরেখার ছেদবিন্দুর স্থানান্ধ উভয় সমীকরণকেই যুগপৎ, . 
সিদ্ধ করে বলিয়া, 

z? tyt =а* টি v DS 
y=mz+e ... eee (2) 
সমীকরণ ছুইটিকে সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিয়া ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় করা যাইবে। 
(9) হইতে y এর মান (1)-এ বসাইলে, 
a? + (ma: * с)? = a°, 
বা, (14m?)z? + Отот с-а =0 eo (8) 

(3) একটি দ্বিঘাত' সমীকরণ, ইহাকে সমাধান করিলে о এর দুইটি মান 
পাওয়া যায় বলিয়া সরলরেখা абст দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে। এর 
& মান দুইটি (2)-এ, z এর পরিবর্তে বসাইলে у এর অঙ্ুরূপ দুইটি মান পাওয়া 
যায়। cet একটি মান এবং এর অনুরূপ মান বৃত্ত ও সরলরেখার, একটি 
ছেদবিন্দর স্থানাঙ্ক ; আর, z এর অন্ত মানটি এবং y এর SERI মান উহাদের 
অপর ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক । 

সমীকরণ (3) এর বীজদ্বয় š 

(ক) বাস্তব এবং ভিন্ন (realand unequal) হইলে, চিত্র 1 এর 919 
সরলরেখাটি тейге পৃথক্‌ দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে; 


ce স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


. QU বাস্তব এবং পরম্পর সমান হইলে, চিত্র এ এর gm সরলরেখাটি 
{ейт পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে (এক্ষেত্রে, দুইটি বিন্দু 


চিত্র 9 
পরস্পর মিলিত হয় বলিয়া এক বিন্দুও বলা চলে, আর তখন “ছেদ করে, 
না বলিয়া ‘স্পৰ্শ করে? বলা উচিত); 
(গ) অবাস্তব হইলে, চিত্র 3 এর ন্যায় সরলরেখাটি কোন বিন্দুতেই বৃত্তটিকে 
ছেদ করিবে all 


চিত্র 3 
এখন সমীকরণ (8) হইতে দেখা যায়, 


যদি dme? ই 4(1 + m°)(e° — a?) হয়, 
অর্থাৎ, যদি m?c? š c* — a° + m*o* — д? 3, 
অর্থাৎ যদি a*(1 +m?) z c* হয়, 


অর্থাৎ, যদি . e 5 ata +m) হয়, 


বৃত্ত ১৯ 
তাহা হইলে, সমীকরণ (3) এর বীজদ্বয় যথাক্রমে বাস্তব এবং ভিন্ন, বাস্তব 
এবং পরস্পর সমান অথবা অবাস্তব EX] অতএব, y= mate সরলরেখাটি 
g? ty? =a" বৃত্তটিকে 
(i) পৃথক্‌ দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, যদি ৫% < af (Lom?) হয়; 
(ii) পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, 
অর্থাৎ, স্পর্শ করে, যদি с = ০2(] + m?) হয়; 
(iii) আদৌ ছেদ করে না, যদি o° > a (1m?) হয়। 
110. স্পর্শ | 
যদি বক্ররেখার উপর অবস্থিত কোন এক সচল বিন্দু এ বন্ররেখার উপর 
অবস্থিত অপর কোন এক নিদ্দিষ্ট বিন্দু-অভিমুখে এ বক্ররেখার উপর থাকিয়াই 
ক্রমাগত চলিতে চলিতে ইহার এত নিকটবর্তী হয় যে, এই নিদিষ্ট বিন্দু হইতে 
চলমান বিন্দুটির দূরত্ব কোন পূর্ব-নিদ্িষ্ট ধনাত্মক সংখ্যা যত HAR হউক না কেন 
তদপেক্ষাও ELST হয়, তাহা হইলে সচল বিন্দুটির এই চরম অবস্থানে উক্ত 
бїгє সরলরেখাটিকে নির্দিষ্ট বিন্দুটিতে এ বক্ররেখার স্পর্শক (tangent) 
বল! হয়। এবং নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে 9 ম্পর্শকের স্পর্শবিন্ু (point of contact) 


বলা হয়। 
: 111. ysemxtc эаресе х?+у?=а? oed 
"ое হউবাল্র AIS | 
[ The condition that the straight line y=mx+e may be 
a tangent to the circle x?-- y^ =a’. ] 
প্রদত্ত সরলরেখা এবং বৃত্তের সমীকরণ, 


y-mctc 2 TI. (1) 
এবং 2° y* = a° т so NOE 
কে সহ্‌-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে, সরলরেখাটি {ейге যে-ছুই বিন্দুতে 
ছেদ করে তাহাদের ভূজদ্বয়-নির্ণায়ক, 
(1+ m?)x? + 9mez + (c* — a°) =0 .. (8) 


fears সমীকরণটি পাওয়া যায়। সরলরেখাটি 'পর্শক হইলে এই বীজদ্বয় 
পরস্পর সমান হইবে ; 
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4m*o* — 4(c? – a*)(1 +m°)= 0, 

বা, c? -a%(1+m*)=0, 

বা, co? =a°(1+m*); 

বা, c= aim. 
ইহাই নির্ণে শর্ত | 

অন্ুসিদ্ধীন্ত 1. উপরের ফল হইতে স্পষ্টই প্রতীয়মান হয় যে, m এর 
সকল মানের জন্যই y=meta Itm? সরলরেখাছয়ের প্রত্যেকটি বৃত্তের 
একটি স্পর্শক। 


অনুসিদ্ধান্ত 2. y=metaJi tm? স্পর্শকটির 'পর্শবিন্দু নির্ণয় করিতে 
হইলে এই স্পর্শকের সমীকরণটিকে এবং বৃত্তের সমীকরণ ot +y =a কে 
সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিতে হইবে । অতএব, প্রথম সমীকরণ হইতে 
y=met a х/т দ্বিতীয় সমীকরণে বসাইয়া, 
2° + {ma +a А т} =a", 
বা, (1 + m?) + Зат J/14-m?.2 + a?m? = 0, 
am 


om am, 
২1108417712 


ইহাই epar ভুজ | প্পর্শকের সমীকরণে z এর এই মান বসাইয়া, 


বা, („+ та +ат)%=0; 2. z-- 


sm al দু 78 
Y "A Foy) +e iem Лет? ' Aime 
অতএব, 2৪ +%/ =a? বৃত্ত এবং উহার ষ্পর্শক у= тона JI Tg এর 
—am a 
্পর্শবিনদর স্থানাঙ্ক rer" Ure 
এইরূপে, y= ma — a JL +%8 স্পর্শকটির "fasc স্থানাঙ্ক হইবে, 


am বন АЩ" 
itm SRS „+ mi 
112. x*+y*=a* mca CICE বিন্দু (x, y) এ 
স্পম্ণন্বেন্ল ASEA | 


к [ тут of the tangent at any point (x, у.) of the circle 
x" t y*- a?, 


বৃত্ত ২১ 
тебя উপর অবস্থিত প্রদত্ত বিন্দু (m, %:) এর অতি নিকটবর্তী এবং 
ও বৃত্তের উপরই অপর একটি বিন্দু (ro, yo) T81 
(ш, Ya) এবং (wa, уз) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখার সমীকরণ 


ঠা (z-e) as ШП) 

এখন, (шу, и) এবং (৫৪, Ya) উভয়ই প্রদত্ত বৃত্তটির উপর অবস্থিত বলিয়া, 
r1 ty =a" one ove (2) 
এবং дъ ys? =a" ay 2৮, (৪) 


"s (612-022) +(u (va )=0, [ (2) হইতে (8) বিয়োগ করিয়া ] 
বাঁ, (৫; =a) rs +25) + (yx 7 vss + уа) =0, 
বা, (ys va): +42) = _ (ea _%2)(65 +»); 


Yi Van _ 2105. 
04 — 09 Уз 7 Уз 


*, (1) হইতে, (ту, уз) এবং (wo, yo) বিন্দদ্বয়গামী সরলরেখার সমীকরণ 


+ 
зА 0 
[2 ts এর পরিবর্তে - -£52 বাইয়া | 
© 702 Va tio 


এখন, যদি (we, yo) বিন্দুটি এ বৃত্তের উপর থাকিয়াই ক্রমাগত (v,, y) 
বিন্দু অভিমুখে চলিতে চলিতে অবশেষে উহার সহিত মিলিয়! যায়, তখনই 
(ту, уз) ও (৮9,9) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখ! স্পর্শক হইবে | 

, সমীকরণ (4)এ - 2১725 এ tse এবং y, = y, TASH স্পর্শকের 
OLOR. 
y-yi7 3 (z-a), 
বা, Wis = =at, tti", 
বা, ezr, tyy =t +у =a", 
[` (ws, vi) বৃত্তের উপর অবস্থিত বলিয়া, АА, za*.] 
*, নির্ণে় সমীকরণ হইল хх, yy: a, 
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২২ . স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
বিকল্প পদ্ধতি (e y) RANN সরলবেখার সমীকরণ, 


y- ys eim - 22), id 1:61) 
বা, %৯-%4+ (5 — ma). 
সরলরেথাটি বৃত্তটির স্পর্শক হইলে, অনু. 1711 অনুসারে, 
Yı- та, =a + A14 mà, 
বা, 0.2 — Оттуу + та ° = a?(14- m?) 
= (058 +y,7)(1+m?) 
[ (zz, ys) বিন্দুটি বৃত্তের উপর অবস্থিত বলিয়া, m ty =a ;] 
=g," +y," 4+ m2, +m", 


বা, (z, tmy,)?=0; ১, m= — 73, 


Va 
m এর এই মান (1)-4 বসাইলে, 
৮4 725 (2-01), 
Us 
বা, ууз vs? = 023 t v,?, 
বাঁ, omy + ШЕЙ ০৪ + vi" ৮৫, 
&^-y'-a* বৃত্তের (v, y.) বিন্দুতে, উহার স্পর্শকের সমীকরণ 
হইল xx, +yyi= a°. 
113. x°+y°+2gx+2ty+e=0 ale সূচিত = 
CCBA বিন্দু (x, y.) এ স্পৰ্শকেল্ৰ ерте) | 
[Equation of the tangent at any point (xi, ул) of the 
circle x?-- y? + 2gx+2fy+c=0. ] 
теба উপর প্রদত্ত বিন্দু (m, y.) এর অতি নিকটবর্তী অপর একটি fy 
(6৪, Va) লও | 
(23, ул) এবং (> Yo) বিন্ুদ্য়গামী সরলরেখার সমীকরণ 


2547. =: а гуля চির oes 

Y-Y PRETA 2), (1) 
এখন, (z, V1) এবং (2৪, v.) উভয়ই теда উপর অবস্থিত বলিয়া, 

2২৪ +, 9g, +9/у, +c=0, «+ (3) 


এবং ag” ys + 2725 + Bfyatc=0; ee (8) 


wm ২৩ 
(9) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া, ; 
(৫:£ tary E O ১0৭) +2901 Era) +2f (Y, —43) 70, 
বা, (e, -9)(5 +m, +90) - (ys —у„)(у, + ya + 9) 0 ; 
“Yas 21 +23 +20. 
—@ Уу+ ўз +2/ 
() হইতে, (es, yi) এবং (m, us) বিন্দুদুয়গামী সরলরেখার 
* সমীকরণ হইল 


Titta +2, 
রত ert age BATE; 
এল га t1), (4) 


অতএব, (44 т„=т, এবং y,-y, বসাইয়া, (moy) বিন্দুতে 
স্পর্শকের সমীকরণ হইল 


+g 
a ==“ y 25 
Y-Y "EXC 24), 


বা, wi fu 7 y1” fe = - am, 0,* — gm gas, 
বা, way HYY, t+ gm fy mm? +y? +901 + fy л 
=(z, +y," 42705 + 2fvs)— дж, уз, 
বা, ww, ty toe tay) (yt y) 9 24? + ya? + 290, + fy, 
বা, ææ, tyy, tol(et+as)+flytys) +e 
i =g, +y? + 9g2, + 2fy, t c0. 
(উভয় পক্ষে c যোগ করিয়া) 
(z, vs) বিন্দুতে gafa স্পর্শকের সমীকরণ হইল 
хх. +уу = g(x + xi) fly y.) 07 0. 
114. sfer=| J 
বক্ররেখার উপর অবস্থিত কোন বিন্দুগামী সরলরেখা 9 বিন্দুতে বক্ররেখাটির 
স্পর্শকের ач হইলে, সরলরেখাটিকে বক্ররেখাটির 2 বিন্দুতে efe (normal) 
বলা হয়। 
115. х?+у?= а? == cce fe (xy). 
ভ্ভিলব্ছেল Tree | 


[ Equation of the normal at any point (x4, y4) of the circle 
x?-- y? =a’, ] 


২৪ i স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


অভিলম্বটি (i) (ws, yx) বিন্দুগামী হইবে, 
এবং Gi) wa, 2) বিন্দুতে বৃত্তের স্পর্শকের লম্ব হইবে। 
এখন, (za, vs) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
у= ya = m(z — ту). ERA) 


সরলরেখাটি বৃত্তের (ea, v.) বিন্দুতে বৃত্তটির «fem হইলে, e (тү, ул) 
বিন্দুতে স্পর্শকের AI হইবে। ENE সমীকরণ zz, +ууу = 42, 


Ж. (8) 


অর্থাৎ, у= – + 
П уи 


‚ (0 এবং (9) হইতে, mx (=) = -1, 
বা, m=. 
V3 
S. (Des m এর স্থলে, % এর এই মান বসাইয়া, (ea, y.) বিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
00.02 (2-а), 
বা, ০ 1 
বা, Xy4 7 ух: 70. 
Wears অভিলদ্বের সমীক্রণটি ধ্রুবক পদ-বঞ্জিত বলিয়া অভিলম্বটি মূল- 
বিন্দুগামী, অতএব বৃত্তের কেন্দ্গামী হইবে 1 


116. x?-y?-2gx--2fy-- em 0 zc শে-ক্কোন f 
(x4, ул) SSeS a NEHA 


[ Equation of the normal at any point (x4, y4) of the circle 
x? 4 y? --2gx = 2fy+c=0. ] 
(z, vs) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
у-у. =т(@- ш), (1) 


এই সরলরেখা বৃত্তের (s. oy.) বিন্দুতে বৃত্টির wfem e উহা 
(z,, y.) FCS স্পর্শকের эч হইবে । এই স্পর্শকের সমীকরণ 


” gz, + уйу + 002+ 25) + Йу + va) * ০০০, 


{е ২৫. 


EDI uu ECL tuu rg uL s on 
1; у yit f yitf 9 
à gı tg Er uh 
. (1) এবং (9) হইতে, mx (-£ +f) = 1, বাঃ 25 tity 


(1)-এ m এর পরিবর্তে m এর ae মান বসাইয়া, (z, у) বিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ হইল 


А Уз tf, 
УЛ. yam 1 + XU та), 
বা, ves +0) – 0304 9y moa +f) Va SE 


বা, x(íf)-y(Ga tg) gys- іка 0. 


দ্রষ্টব্যঃ অভিলম্বের সমীকরণটি таба কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (- g, —/) দ্বারা! 
সিদ্ধ হয় বলিয়া, অভিলম্থটি বৃত্তটির কেন্দ্রগামী 1 এস্থলে, বৃত্তের সাধারণ 
সমীকরণ ধরা হইয়াছে এবং এই সাধারণ সমীকরণ দ্বার] স্থচিত বৃত্তের উপর 
অবস্থিত যে-কোন বিন্দুতে অভিলঙ্বের সমীকরণ নির্ণয় করা হুইয়াছে। অতএব, 
সকল বৃত্তের ক্ষেত্রেই অভিলম্ব কেন্দ্রগামী | 


117. fates fe secs shes স্পর্শকসম্মুহেল 
24е 2131 | ; 

[ Number of tangents that can be drawn from a given 
point. ] 1 


কোন নির্দিষ্ট বিন্দু (zu, vi) হইতে o? ну? =a? বৃত্তে অঙ্কিত স্পর্শক- 
সমূহের সংখ্যা ও প্ররুতি-সন্বন্ধে এস্থলে আলোচনা কর] হইবে। 
z" ty? =а* বৃত্তের যে-কোন স্পর্শকের সমীকরণ। 
v=metaJ/1+m*; e] 
(чат + অথবা _ биж যে-কোন একটি গ্রহণ করিতে হইবে) 
এই সরলরেখা (т, y.) বিন্দুগামী হইলে, 
pi = may £ a /1+т?, 
বা, (/:-7723)2 =a°(1+m’), 
বা, (0,2 - a*)m? – 2z,y4m* 1.9 — a* =0. -- (2) 


Е স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


সমীকরণটি m এর দ্বিঘাত সমীকরণ বলিয়া, ইহাকে সমাধান করিলে m এর, 
দুইটি খান পাওয়া যায়; অতএব, (wy, yu) বিন্দু হইতে a? +y2 — a? বৃত্তে 
দুইটি স্পর্শক টানা যায় | 

118. স্পর্শ বিন্দুপামী 57311 

বৃত্তের বাহিরে অবস্থিত কোন বিন্দু হইতে এ বৃত্তে ae স্পর্শক-যুগ্মের 
সপর্শবিন্ুবয়গামী সরলরেখাকে এ বিন্দু হইতে বৃত্তটতে অঙ্কিত স্পর্শকের 
স্পর্শ বিন্দুগাঁমী জ্য| (chord of contact) বলে। 

119. x?+y?=a? acea alfeca Safes (x,, y.) 
বিন্দু হইতে «esce eene স্পর্ণক-ভুগ্টেল স্পম্ণ- 
বিন্দুগানী erem aAA | 


[Equation of the chord of contact of tangent drawn to 
the circle x? + y? =a? from the external point (x4, y4). ] 

মনে কর, (zx, ул) বিন্দু হইতে 2৭ + y? = a? Fehrs অঙ্কিত স্পর্শকদয়ের 
স্পর্শবিন্ু (29, Va) এবং (ws, uu). স্পষ্টই, এই ছুই বিন্দু тећи উপর অবস্থিত 
এবং এই ছুই বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক (৮২, y.) বিন্দুগামী। 

এখন, (৪2, уз) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ zz, + yyy =a", 

এই স্পর্শক (z,, ys) বিন্দুগামী বলিয়া, z z, +y Wa mat, —- (D) 

(1) হইতে সুস্পষ্ট যে (৫৪, 2) বিন্দুটি setya? সরলরেখার 
উপর অবস্থিত। - (2) 

আবার, (zs, уз) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 223  yys =a, 

এই স্পৰ্শক (тү, yi) বিন্দুগামী বলিয়া, mima + Vis =a", *** (8) 

(8) হইতে সুষ্পষ্ট যে, (2৪, 09) RAR ow, + yy, =a? সরলরেখার উপর 
অবস্থিত। e e (4) 

(2) এবং (4) হইতে দেখা যাইতেছে (zç, ya) এবং (cy, yy) fec 
উভয়ই zz, + ууу =a? সরলরেখার উপর অবস্থিত ; অতএব, 

XX: + yy: = a? 


দ্বারা স্থচিত সরলরেখাটি (m. 84) এবং (৫৪, Va) 'পর্শবিন্দুদয়গামী বলিয়া, 
উহা (es, y.) বিন্দু হইতে অস্থিত স্পর্শক্ধয়ের ্পর্শবিন্গামী জ্যাএর সমীকরণ। 


{в í ২৭ 

1720. স্পৰ্শকের cce 

APE (x. y.) বিন্দু হইতে G) х°+у°=а° বৃত্তে এবং 
(ii) x?-+y?+2gx+2fy+o=0 বৃত্তে অঙ্কিত স্পর্শকের (ИЧ! 

[ Length of the tangent drawn from the external point 
(x1, y1) to the circle > 

(i) x2-- y? a, 
and (ii) x? +y? +2gx+ 2fy+c=0. ] 
22 


p 
e 3) 


বৃত্তের কেন্দ্র 0 এবং Рт বৃত্তের বহিঃস্থ P (wy, yi) বিন্দু হইতে 48005 
অঙ্কিত স্পর্শক| OP, OT যোগ FF! 
(i) স্পষ্টই, (1) CT геч ব্যাসার্ধ এবং OT এর OTT a ; 
(9) 07 L РТ; এবং (3) কেন্দ্র 0 এর স্থানাঙ্ক (0, 0). 
(ম্পর্শকের দৈর্ঘ্য рт): = 05 - OT? 
=Í(z – 0) (y, -0)°} -a° 
=,” ty —a?, 
Ploy, уу) হইতে w fw "ires দৈর্ঘ্য 
= Jx tyi? - a?. 
(i) এক্ষেত্রে (1) OF বৃত্তটির ব্যাসার্ধ এবং OT A দৈর্ঘ্য = JG xf o; 
(2 0T L PT; এবং (3) কেন্দ্র 0 এর স্থানাঙ্ক (- 9, -/). 
(স্পৰ্শকের দৈর্ঘ্য рт)? =02*- OT" 
=Í(z, — 9)? + (у, **1 - (Jg? += с)? 
=g," +y it 42705 +9/у, + 0% +f? -g?-f te 
=@,* +y? +901; + 2/y, tc; 


স্পর্শকের দৈর্ঘ্য = ‚/х,*+у‹#+2дх+у + 2fys +e. 


২৮ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


0047 2 (тү, ys) Wea উপর অবস্থিত হইলে, ইহার মান =0 হইবে | 
দেখা গেল, দক্ষিণ পক্ষ শূন্য হইবে, এইরূপে বৃত্তের সমীকরণ লিখিয়া এই 
সমীকরণের বাম পক্ষে a এর পরিবর্তে z, এবং y এর পরিবর্তে у, লিখিলে 
স্পর্শকের বর্গ পাওয়া যায়। 


121. নিদ্দিট বিন্দুতে সমদিএঞ্িিত ones 
ie | 


[Equation of the chord which is bisected at a given 
point. ] 


A বৃত্তটির কেন্দ্র 0, Plenu) নিদিষ্ট 
ইং বিন্দু এবং AB জ্যাএর মধ্যবিন্দু P. 
А জ্যামিতি হইতে আমরা জানি 
CP 1 АВ, 


এখন, 0 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (0,0) এবং 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ту, va); 


OP এর প্রবণতা! (gradient) = "== ক ө (1) 
25983 
ZSIS, AB এর প্রবণতা m হইলে, 
mx Y= -1 4 m= - 2. 
mi V1 


АВ, অর্থাৎ, যে জ্যা (m, v.) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত হয় তাহার 
সমীকরণ, জ্যা-টি (cy, ys) বিন্দুগামী এবং উহার প্রবণতা (m) - 1j বলিয়া, 


y-7 y. —7® (2-03), 
Va 
বা, рузу = – т +m, বা am, ++ 0, + у,%. 
ষ্টব্য ৪ অনায়াসেই, বৃত্তের সমীকরণ ০০ +y? + дул + Ify + о = 0-রূপে 
প্রদত্ত হইলেও কোন দির্িষ্ট বিন্দুতে সমদ্িখণ্ডিত জ্যাঁএর সমীকরণ নির্ণয় 
করা 19 | 
উদাহরণ | Find the locus of the middle points of the chords 
of the circle x* + y* = а“, which pass through the fired point (h, k). 
[ C. U. B. A. & В. Sc., 1935, '87 1 


বৃত্ত ২৯ 


(n, x) বিন্দুগামী যে-কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (т, va) হইলে, উহার 
সমীকরণ হইবে тт, +00: 721* + ya". 
জ্যা-টি (h, X) বিন্দুগামী বলিয়া, hers + hy, = m, ° +w; 
(z, у) বা মধ্যবিন্দুর সঞ্চারপথ h + ku = а +, 
বা, 2? +y? — ha — ky = 0. 
স্পষ্টই, সঞ্চারপথটি একটি qu এবং সমীকরণ ere রাশিবজ্িত বলিয়া 
বৃত্তটি মূলবিন্দগামী | 


122. баа BAZAJ I 
Ge}. 1. Find the length of the chord intercepted by the circle 
z? +y? — 95 on the straight line y= 3% + 5. 
বৃত্ত এবং সরলরেখার সমীকরণ দুইটি সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে 
দেখা যায়, সরলরেখাটি বৃত্তটিকে (-3,-4) এবং (0, 5) Frama ছেদ 
করিয়াছে। ; 
বৃত্ত দ্বার সরলরেখার ছিন্ন অংশের দৈর্ঘ্য 
= „/(=8—0#+(—4-—8)* = X90. 
উদ. 2. Find the length of the chords formed by the inter- 
ception of the circle g? +y? +Tæ+5y+6=0 on thea and y-axes. 
caa সমীকরণ у=0 বলিয়া, JO ০-অক্ষকে যে-ছুই বিন্দুতে ছেদ 
করে, তাহাদের ভুজ বৃত্তের সমীকরণে y=0 বসাইয়া পাওয়া যায়। এই ভুজ- 
দয়ের অন্তরই বৃত্তটি দ্বার! ০-অক্ষের ছিন্ন অংশের 006 1 
বৃত্তের সমীকরণে y = 0 বসা ইয়া, 
22 +70+6=0 বা (০+6)+1)-0. 
t= -6,-1, 
mon ছিন্ন অংশের দৈর্ঘ্য= | -6-(-01 = | -5 | =5. 
এইরূপ, বৃত্তের সমীকরণে z =0 বসাইয়া, y? + 5y+6=0, 
বা, (y+3)y+2)=0; 
у= — 9, – 2. 
/-অক্ষের fon অংশের দৈর্ঘ্য = | -8-(-9) | =1. 
উদ, 3. Show that the straight line 22+у-5=0 touches 
the circle 2° +y” – 42 + 30+ 5=0. What are the co-ordinates 
of the point of contact ? 
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সরলরেখার সমীকরণ হইতে у= –90+5 বৃত্তের সমীকরণে বসাইলে, 

উহাদের ছেদবিন্দুর ভুজ-নির্ণায়ক г 
@%+(— 9% +5)? - Ar 3(- 9x - 5) -5—0, 

3l 52° – 802+ 45-0, 

বা, (2—3) = 0. 
fate সমীকরণটি পাওয়া যায়। এই দ্বিঘাত সমীকরণের Tow অভিন্ন 
বলিয়া, সরলরেখাটি বৃত্তটিকে পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। 
অতএব, সরলরেখাটি বৃত্তটির স্পর্শক। 

()-হইতে এই ম্পর্শবিন্দুর ভুজ=3, এবং y= -2+ বলিয়া, কোটি 
--9346- -1. অতএব, সরলরেখাটি тейт স্পর্শক এবং স্পর্শবিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (8, - 1), 


Gq). 4. Find for what values of k, the straight linea-y=k. - 
touches the circle z*--y*—4r-6y- 11-0 and find the co- 
ordinates of the point of contact. 

সরলরেখার সমীকরণ হইতে z= v + বৃত্তের সমীকরণে বপাইলে, উহাদের ` 
ছেদবিন্দু্য়ের কোটি-নির্ণায়ক 

(/+7)+/-40+7)-6/+11 »0, 

বা, 9y*- (2k – 10)у +h? - 4h - 11-0 -- (1) 
fants সমীকরণটি পাওয়া যায়। সরলরেখাটি স্পর্শক হইলে, 

(1)-এর ача অভিন্ন হইবে; 

`. (2k-10)? - 4.9(k* — 44 +11) - 0, 

বা, -4%*-8%+19=0, বা, k? « 94-80, 

বা, (k+3Xk-1)=0; 
'. k= -8 1. 

সমীকরণ (1)-এ k= _3 বসাইলে, 9/* — 16y + 83 = 0, 

বা, y?-8y+16=0, 

বা, (у-4)#®=0; .: y=4,4, 

এক্ষেত্রে, সরলরেখার সমীকরণ হইবে л- у= - 3, বা, ০-/-9; 

y=4, 4 হইলে, z=1, 1, 


** &-- হইলে, লরলরেখাটি বৃত্তের স্পর্শক হয় এবং 'পর্শবিন্দুর 
স্থানাঙ্ক হয় (1, 4). 


ч s ° 


এইরূপ, সমীকরণ (1)-এ k=1 বসাইলে, 2/* —8у+8=0, 
বা, y*-4y+4=0, .* 
বা, (/-9)*-03 
y=2,2; 
এবং সরলরেখার সমীকরণ ace g-ytk-ytl; 
y 79, হইলে, z=3, 8. 
k= 1 হইলেও সরলরেখাটি বৃত্তের শাক হয় গং তান শা 
স্থানাঙ্ক হয় (8, 2). 
Bri. 5. Find the equation of the circle which touches each | 
axis at its positive side at a distance 5 from the origin. 
মনে কর, বৃত্তটির সমীকরণ 2+-//+-2024-2//+০-0. с (1) 
স্পষ্টই, -অক্ষ qaia (5, 0) বিন্দুতে ет স্পর্শক হইয়াছে; অতএব, 
2-অক্ষের সমীকরণ у= 0 এবং সমীকরণ (1) সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে, 
£-অক্ষ এবং Telos ছেদবিন্দুর ভুজ-নির্ণায়ক যে 
4 z*--9grmtc-0 
fers সমীকরণটি পাওয়া যায়, তাহার দুইটি Tez, s-a (5,0) বিন্দুতে 
বৃত্তটির স্পর্শক বলিয়া 5 হইবে | 
—9J=5+5=10 বা g=-5; 
এবং ০০৪,৮৪৮, — 
আবার, ॥-অক্ষ (0, 5) বিন্দুতে বৃত্তটির স্পর্শক ; : 
অতএব, সমীকরণ (1)-এ z=0 বসাইলে, $-অক্ষ এবং {айя কোটি- 
নিৰ্ণায়ক যে 
у 2%% + ০০ 
fure সমীকরণটি পাওয়া যায়, তাহার দুইটি বীজই, /-অক্ষ (0,5) বিন্দুতে 
gafa স্পর্শক বলিয়া & হইবে 1 
-9/254521031/f- - 5. 
m f এবং ০ এর মান (1)-এ বসাইয়া, নির্ণে সমীকরণ হইল 
x?+y? - 10x ~ 10у +25 7 0. 
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উদ্দা, 6. A circle of radius 6 touches each of the two axes. 
Find its equation. 


মনে কর, ORI সমীকরণ 2° +%/+272+ 2//+০-0, + (1) 
এই বৃত্তের ব্যাসার্ধ Vg; | > 
Ма +79 -с=6 49° +f? -c=36. (2) 


এখন, z-we таба স্পর্শক বলিয়া, সমীকরণ (1)-এ /-0 বসাইলে, যে 


০৭ +90+০-0 


farts সমীকরণটি পাওয়া যায়, তাহার বীজ ды ы аса 


497=4c0 বা g°=c. (8) 
আবার, %-অক্ষ বৃত্তটির স্পর্শক বলিয়া, হে (1)- সা যে 
&*+2/+০-0 
farts সমীকরণটি পাওয়া যায় তাহার হা হইবে; 
4/°=4c, বা, f=. Dr (4) 


(2), (3) এবং (4) হইতে, g= 46, f= + 6 এবং 0-96. 
সমীকরণ (1)-এ g, f এবং ০ এর এই সকল মান বসাইয়া, 
যখন, g f c তখন নির্ণেয় 
6 6 36 সমীকরণ £ w? +у2+192+12у+36=0, 
6 -6 86 সমীকরণ £ 2? y? + 192 - 12y 1-36 - 0, 
-6 6 36 সমীকরণ £ z*.-y? — 197 — 19 4-96 - 0. 
-6 -6 36 সমীকরণ £ г? +у° – 192-19у+36=0. 
Bel. 7. Find the equation of the circle which touches tho 
straight line 3% + 4у = 11 and has its centre at the point (9, — 5). 
মনে কর, quls সমীকরণ a? +y? + 2g + Ify +e=0. = (1) 
এই বৃত্তের CFE (— g, - f); Bel অবশ্যই (2, -6) হইবে; 
অতএব, g=- 9, এবং f=5, 
অতএব, (1) হইতে, নির্ণে সমীকরণ দাড়াইল 
æ? +y?’ – 42+10у+с=0, e (2) 


та = 
এখন, Sr-4y-11 সরলরেখাটি বৃত্তের স্পর্শক বলিয়া সরলরেখার 
সমীকরণ set 4y=11, E সমীকরণ (92) কে 


সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে, যে 
“= 2 eS 
(1% 3 ч) +? – 4 1-4 3 ү 10g +с= 0, 
অর্থাৎ, 95у? + 50у +9с-11=0 
farts সমীকরণটি trex যায়, তাহার বীজদ্বয় অবশ্যই অভিন্ন হইবে ; 
+". (50) -4.25(9c — 11) বা ০= 4. 
(2) হইতে, নির্ণেয় সমীকরণ হইল x? -- y? — 4x +10y+4= 0. 


উদ. 8. Find the equation of the tangent to the circle 
(i) 22 +y?=34 at the point (8, —5), and (ii) 2*+y*+6a-2y 
+2=0 at the point (— 1, 3). 
s? +y? = а বৃত্তের (шү, y.) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
тт, yy, =a? এবং w? +y? + 902+ 2fy +c =0 বৃত্তে (тү, 85) 
বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ zz, ++ + (e +a) +f +91) + e=0; 
(i) Arfa সমীকরণ 2.3 + y.(7 0) 7 84 বা 8x - 5y = 84. 
(i) Arfa সমীকরণ т.(—1) + v.8 + 8@— 1) - (y +8) +2=0. 
(কারণ, এস্থলে g=8, f= - 1481072) 
বা, 9z+9y=4 বা х+у=2. 


Vw]. 9. Find the equations of the tangents to the circle ` 
2° +y?=8 which are parallel to the straight line z— у= 5. 


প্রদত্ত সরলরেখার সমাস্তরাল যে-কোন সরলরেখার T 


2—y-c, (1) 
এই সরলরেখ! বৃত্তটির স্পর্শক হইলে, ge vies 
©-Yy=c, ৫ d (1) 


অর্থাৎ, =y +o এবং বৃত্তের সমীকরণ z? + y? = 8, me সমাধান 

করিলে, যে : i 
(y+) +? =8 বা 2y* +900 +c? - 82 0 

দ্বিঘাত সমীকরণটি পাওয়া যায়, তাহার Teer অবশ্যই অভিন্ন হইবে ; 
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(90)* – 4.2.(c? -8)=0 বা 46° = 64, 
41, 0%=16; ২০০ £4, 
(1) হইতে fats সমীকরণ х-у=4 
এবং চ-/= —4, অর্থাৎ, х-у+4=0. 
Srl. 10. Find the equations of the:tangents drawn from the 
point (— 9, 4) to the circle 2? + y? =9, 
ATS বৃত্তের যে-কোন স্পর্শকের সমীকরণ y = me + V2 VIF, ...(1) 
স্পর্শকটি ( — 2, 4) বিন্দুগামী বলিয়া, 4= — 2m + V2 VIFM, 
বা, (44+2m)*=2(1+m*), বা, 92m*-16m414-0, 
বা, т +8т+7=0, বা, (m+7)(m+1)=0; 
n а 7, —1, 
(1) হইতে নির্ণে সমীকরণ 
= -æ+ J2. 4/50 এবং y= -w+ ‚/9, নি 
বা, у= -%০+ 10 এবং у= -০+9, 
বা, 7х+у=10 এবং x+y=2. 
Зи. 11. Find the equations of the two tangents to the circle 
০519, which make an angle 60° with the z-axis. 
. 10. 0. В.А. & B. Sc., 1955 ] 
বৃত্তের সমীকরণ oF +y*=3=(+ ২/2) বলিয়া, m এর সকল মানের 


у=т@+ J8./1*m* এবং y=ma- ২/৪ ১1775 .... (1) 
সরলরেখাছয় বৃত্তটির স্পর্শক হইবে | 
এই স্পর্শকদ্ধয়ের উভয়ই ৫-অক্ষের সহিত 60° কোণ গঠন করে ; অতএব, 
(1)-এর উভয় সমীকরণেই m=tan 60° = ‚/3. 
(1) হইতে নির্ণেয় яаа হইল 
y= JSz-- V8 J1+3 এবং у= ২/০- J3 1*3, 
বা, y= J3e+9 8 এবং у= J3z—2 4/3, 
অর্থাৎ, y= „/8х+2 ,/8. 
উদ, 12. Show that the circles æ? +y*—43+6y+8=0 and 
z" y* - 10z - 60 +14 =0 touch at (3, – 1). 
[ C. U. B. A. & B. Sc., 1932 ] 


বৃত্ত 7 f et 
(3, -1) বিন্দুটির স্থানাঙ্ক দ্বারা উভয় সমীকরণই সিদ্ধ হয় বলিয়! বিন্দুটি 
উভয় বৃত্তের উপরই অবস্থিত। এখন, বিন্দুটিতে উভয় qw পরস্পরকে স্পর্শ 
করিলে বিন্দুটিতে অঙ্কিত প্রথম বৃত্তের স্পর্শক দ্বিতীয় বৃত্তের ও স্পর্শক হইবে। 
(8, -3) বিন্দুতে প্রথম বৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 
32-у-9(= +8) +3(у-1)+8=0, বা, т+ду=1 >. (1) 
(8, -1) বিন্দুতে দ্বিতীয় বৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ j 
8৮-%-5(০+8)-8(/-1)+14-0, 
বা, -9%-4/+2=0 বা atQy=1 + © (2) 
(1) এবং (2) হইতে দেখা যায়, z + 9y=1 সরলরেখাটি (3, -1) বিন্দুতে 
উভয় বৃত্তেরই স্পর্শক হইয়াছে | 
+, gear (3, - 1) বিন্দুতে পরস্পরকে স্পর্শ FTA 
9n. 13. Show that the two circles z? + y* — 62+ 47+ 12-0 
and #2? +02 190+ 4у+ 36 =0 touch each other and find their 
point of contact. 
বৃত্তের সমীকরণ w? +y? + дуа + Ify + c= 0 হইলে, 
কেন্দ্র হয় (- 9, — f) এবং ব্যাসার্ধ হয় V 
প্রথম বৃত্তের কেন্দ্র (3, – 9) এবং ব্যাসার্ধ 1; 
এবং দ্বিতীয় বৃত্তের কেন্দ্র (6, — 9) এবং ব্যাসার্ধ 9. 
এখন, Cra দূরত্ব = ২3-6)+(-2+8)- 
=1+9= 19909 লাম 
еч পরস্পরকে স্পর্শ করে I 
এখন, Fou পরস্পরকে স্পর্শ করিলে, 
GAT সংযোজক সরলরেখ। স্পর্শবিন্দুগামী 
হয়, এবং ম্পর্শবিন্দু উক্ত সরলরেখাকে © 
ব্যাসার্দদ্ধয়ের অন্ুপাতে অস্তবিভক্ত করে। 
অতএব, "МАЧ (x, y) হইলে, 
৮2৪1 *6-4, এবং -£৮977508- d 


1*2 


Ас স্পর্শবিন্দু (4, - 2). 
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Way: এস্থলে, qu বহিংস্পর্শ হইয়াছে। অন্তঃম্পর্শের ক্ষেত্র 
(җа দূরত্ব ব্যাসার্দের অন্তরের সমান | 


উদ. 14. If у= sinata sec a be a tangent to the circle 


w? + y* =a", show that cos*a- 1. [ C. U. B. А, & В, Sc. ] 
$= mz + o সরলরেখাটি a? +y? = a বৃত্তের স্পর্শক হইলে, ' 
c? 2a?(1 4 m?) ; ° 


অতএব, এক্ষেত্রে, প্রদত্ত সরলরেখাটি প্রদত্ত বৃত্তের স্পর্শক হইলে, 


а? 89020. a? (1 4809৫), 3l, sec*a = 1 + sina, 


বা, sec*a— 1 = sina, বা, tan?a = 81722) 
"з =N 
вїп?а _. sin*a a 
qi. = віц?а ——3. = 008*а ; 
' сов?а ° ' gin*a ү 


<. сов2а= 1. 
era 2 

1. Find the points of intersection of the line e+ y ^ 9 with 
the circle 0° + = 9. 

2. Find the co-ordinates of the points of intersection of the 
circle g? + y? — 2% + ду = 98 with the straight line z + 7y —19. 

8. Find the length of the chord cut off by the circle 

(i) æ? + y? =86 on the straight line «+y=6, 
(ii) ш? +y? = 5 on the straight line x+y = 3. 

4. Find the lengths of the intercepts made by the circle 
2° ty? = 2+ 11у – 19 =0 on the axes of z and y. 

5. Find the lengths of the intercepts made by the circle 
z^ + y^ + 200 + 2fy +c=0 on the co-ordinate axes, 09 and f? being 
both greater than c. 

6. Show that the length of the chord intercepted by the 
circle z* + y* = a* on the straight line y = ma + c is 


PETE 
aQ de Sse. o, 
2 1+m* 
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7. Show that the circle 2*+y*=95 is touched by tho 
straight line 3x + 4y = 95. [ Utkal, 1948 ] 


8. Prove that the straight line y-3a=10 intersects the 
circle z? + y* = 10 at two coincident points. Find the co-ordinates 


of this point. [ C. U. 1943] 
9. Show that the straight line т + /8y=8 touches the circle 

2^ + y* = 16 and find the point of contact. [ Andhra, 1941 ] 
10. Show that the circle 2° +y? _ 2৫০ -90% + a? —0 touches 
the axes of z and y. [ U. P. 1944 ] 


11. Prove that the straight lines z— 7 and y=8 touch the 
circle z* * y* – 4x — 6y — 19 and find the points of contact, 
[ C. U. B. A. & B. Bc., 1955 ] 


12. Show that the straight line 8a+4y+7=0 touches the 
circle z* + y* — 4% — 6y — 12=0 and find its point of contact, 


18. Prove that the straight line æ +y=2 + ./2 touches the 
circle z* + y* — 2% - 2y + 1—0 and find the point of contact. 
[ €. U. B. A. & B. Sc., 1989 ] 
14. Find for what value or values of k, the straight line 
2r —3y=k touches the circle z? +° — 6z-- 10y-- 91-0 and find 
the co-ordinates of the point of contact. 
15. Find the value of c so that y=ma+c may be a tangent 
to the circle z? + = 4y for all values of m, [ U. P. 1948] 
16. Find the equation to the circle which 
(i) touches both the axes at their positive sides at a distance 
8 from the origin ; 
(ii) touches the co-ordinate axes at (1, 0) and (0, 1); 
(iii) touches the axis of y at a distance 5 from the origin 
and is of radius 3 ; 
(iv) touches the axis of z at a distance 5 from the origin 
and cuts off a chord of length 24 from the positive part of the 


axis of y; 


х1—Е. M. 93 
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(s) touches the axis of т, passes through the point (1, 1) 
and whose centre lies in the first quadrant on the straight line 


@}#у=8. [ ©. U. B. A. & B. Sc., 1942 ] 
17. Find the equation to the circle which has its centre at 
(1, —8) and touches 2z - y - 4 — 0. LU. P. 1951] 


18. Find the equation of the tangent to the circle 
(i) z + y? = 20 at the point ( — 2, 4) ; 
(ü) 2° -- y? — 162+ 4y - 5-0 а the point (0, — 5). 

19. Find the equations of the tangents to the circle c? +y? 
=45 where y= — 6. 

20. Find the equation of the normal to the circle 

(i) œ? +y? = 40 at the point (2, б); 
(1) z? +y? 42 -6y+5=0 at the point (— 4, 5). 

21. Find the equations of the tangents to the circle 2° +y? 
= 95, which are parallel to the straight line А 

(i) 42+3у=0; [ Utkal, 1947 ] 
(ii) 32+ 4y =0, [0. U. 1958 ] 

22. Find the equations of the tangents to the circle 2° 4 y? 
=9 which are parallel to the straight line 3% + 4y 50, 

[ C. U. B. A. & B. 8c., 1923 ] 

28. Find the equations of the tangents to the circle m? + y? 
= 6% + 4y = 19, which are parallel to the lino 42+ 3y +5 = 0. 

24. Find the equations of the tangents to the circle z^ +y” = 5, 
which are perpendicular to the straight line 2z +y = 4, 

25. Find the equations of the tangents to the circle a*+y" 
-82+4y-7=0, which are perpendicular to the line 9z —7y 
+4=0, 

26, Find the equation of the chord of contact of the point 

(i) (8, — 4) with respect to the circle z*-- у? =16 ; 
(ii) (— 2, 0) with respect to the circle z* +y = 4, 
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27. Find the length of the tangent drawn to the circle 
(i) z* +y? = 12 from the point (8, —2) ; 
(ii) z° +y° — 18x + 25y + 16 =0 from the point (0, 0). 

28. The length of the tangent from (f, g) to the circle 
ш? +у2=6 is twice the length of the tangent to the circle 
w? +у? 9x t 9y 70 ; show that 

fg 4f*4g*2-0. [O. U. B. A. & B. Sc., 1928 ] 
29. Find the equation to the chord of the circle 2° +y*=81, 


which is bisected at ( — 9, 3). [ C. U. B. A. & B. Sc., 1946 ] 
80. Find the equations of the tangents to the circle z? +4? 
=25, which pass through the point (13, 0). [ 0. U. 1958 J 


31. Find the equations of the tangents from the origin to the 
circle z* + y* +20 (z +y) +20 7 0. 
82. Find the equations of Ње tangents to the circle 2° +y* 
= 95, which are inclined at an angle of 30° to the axis of v. 
a [ U. P. 1946 ] 
38. Show that the two circles z? y? — 82 +6y+21=0 and 
æ? y? — 140 +60 +57 = 0 touch each other at the point (6, — 3). 
34. Show that the circle 22105 +8g — 4y +15=0 and z^ +y” 
— 8r —19y +7 —0 touch each other externally and find their point 
of contact. 
85. Show that the circles z? y* — 4a + 6y — 77 20 and z* y? 
— 10x +8у +1 =0 touch each other internally and ‘find their point 
of contact. М 
36. If the line 7177-77-51 touches the circle z? +у° =а°, 
then (1, m) lies on a certain circle. Find its equation. 
[ U. P. 1942 ] 
87. Find the equation to the circle which touches the 
co-ordinate axes and also the line z + y = 7, 


Б Senta 


অধিরৃত্ত 
( Parabola ) 


23. zm 

কোন সমতলের উপর অবস্থিত একটি স্থির ও নির্দিষ্ট বিন্দু এবং একটি স্থির 
ও নিদিষ্ট সরলরেখা হইতে ওঁ সমতলেরই উপর গতিশীল কোন বিন্দুর TIT- 
чаң অনুপাত HIF হইলে গতিশীল বিন্দুর সঞ্চারপথকে কমিক (Conic) 
বলে। 

ওঁ নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে বলা হয় কনিকের নাভি (Focus), এ নিদ্দিষ্ট সরল- 
রেখাকে নিয়ামক (Directrix) এবং দুরত্বদ্ধয়ের HIF অন্থপাতকে বল! হয় 
কনিকের উৎকেন্দ্রত। (Eccentricity). উৎকেন্দ্রত সাধারণতঃ е দ্বার! 
সুচিত হয়; ইহা দুইটি দূরত্বের অনুপাত বলিয়া সর্বদাই {ЙГЕ 1 অপেক্ষা 
বড়, ছোট অথবা 1 এর সমান, 6 এর এই তিনপ্রকার মান অনুসারে কনিককে 
তিনভাগে বিভক্ত করা হয় £ 

e > 1 হইলে, কনিকের নাম দেওয়া হয় পরা বৃত্ত (hyperbola), 

e < 1 হইলে, কনিকের নাম দেওয়া হয় GATS (ellipse), 
এবং = 1 হইলে, কনিকের নাম দেওয়! হয় অধিবৃত্ত (parabola). 


দেখা যাইতেছে, অধিবৃত্তে নির্দিষ্ট বিন্দু এবং নিদ্দিষ্ট সরলরেখা হইতে 
চলমান {я দূরত্বের অন্থপাত ৫=1:; অতএব, এই {аччы সর্বদাই 
সমান, অর্থাৎ চলমান বিন্দুটি নির্দিষ্ট বিন্দু এবং নির্দিষ্ট সরলরেখা হইতে সতত 
সমদুরবর্্ী থাকে; সুতরাং, অধিবৃত্তের নিয়লিখিত সংজ্ঞাও পাওয়া যায়। 


22. exer ; 

কোন মমতলের উপর অবস্থিত একটি স্থির ও নিদ্দিষ্ট বিন্দু এবং একটি 
স্থির ও নির্দিষ্ট সরলরেখা হইতে সতত лае থাকিয়! এ সমতলেরই উপর 
গতিশীল কোন বিন্দুর সঞ্চারপথকে অধিবৃত্ত (Parabola) বলে | 

নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে এ অধিবৃত্তের নাভি (Focus) এবং নির্দিষ্ট সরলরেখাকে 
উহার নিয়ামক (Directrix) IA | 


aga ৪১ 


নাভিবিন্দুগামী সরলরেখা নিয়ামকের ae হইলে, তাহাকে অধিবৃত্তের 
অক্ষ (Axis) এবং অক্ষের সহিত অধিবৃত্তের 
ছেদবিন্দুকে Q aya শীর্ষবিন্দু 
(Vertex) বলা হয়। 

নাভিবিন্বুগামী জ্যা অক্ষের эч হইলে, 
জ্যাটকে নাঁভিলম্ব (Latus rectum) বলা 
হয়। 

ast চিত্রে, DAL! wfaqe, S এ 
অধিবৃত্তের নাভি, MX নিয়ামক, ( বন্ধিত ) 
xs অক্ষ, A শীৰ্ষবিন্দু এবং LST! নাভিলম্ব। 

23. অন্বিল্রন্ভেল্র AAS | 

অধিবৃত্তের অক্ষকে ৫-অক্ষ, শীর্ষবিন্দুকে মূলবিন্দু এবং মূলবিন্দু দিয়া pd 
অক্ষের লঙ্বরেখাকে %-অক্ষ ধর! হইল | 

ү ৮৫ A অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দু, s নাভি, 

M এবং ZM নিয়ামক 1 94 যোগ করিয়া 
afew করা হুইল ; বন্ধিত SA নিয়ামককে 
Z বিন্দুতে ছেদ করিল। SZ নিয়ামকের 
উপর ач! Ace їй, afew Z8 
কে we এবং А বিন্দু দিয়া AY 
সরলরেখা অক্ষের উপর ae টান হইল। 
ইহা &-অক্ষ হইবে । এখন, A অধিবৃতের 
শীৰ্ষবিন্দু বলিয়া, Z4-AS-a, মনে কর।  অধিবৃত্তের উপর যে-কোন 
বিন্দু P লও এবং মনে কর, উহার স্থানাঙ্ক (w, y). SP যোগ, কর এবং 
р হইতে নিয়ামকের উপর PM ay টান; ইহা %-অক্ষকে N বিন্দুতে ছেদ 
করিল। 

স্পষ্টই 5 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, 0) এবং 

PM-PN4NM-PN*AZ-z*a. 


Z ^^  S(a0) x 
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P অধিবৃত্তের বিন্দু বলিয়া, SP= PH ; 
SP? = PM? = (2+а)?, 

বা, (@-a)?+y?=(@+a)*, 

বা, y? = (০7৫) — (z — a)° 


= 4৫০, 


7 অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দুকে মূলবিন্দু, ARA অক্ষকে ৫-অক্ষ এবং 
"fex দিয়া অঙ্কিত অক্ষের লন্বরেখাকে -অক্ষ ধরিয়া অধিবৃত্তের সমীকরণ 
হইল 


у? = 49, 


24. Sfeacwa siesta | 


" অধিবৃত্তের সমীকরণ হইতে উহার আকার-নির্ণায়ক নিয়লিথিত তথ্যগুলি 
পাওয়া যায় £ 


(D) বাস্তব রাশির বর্গ কখনই খণাত্মক হইতে পারে না; অতএব, у", 
অর্থাৎ daw এবং a দৈর্ঘ্য-জ্ঞাপক বলিয়া সর্বদাই ধনাত্মক, সেইজন্য 2 কখনই 
খণাত্মক হইতে পারে না। অতএব, খণাত্মক ভূজবিশিষ্ট কোন বিন্দুই উক্ত 
সমীকরণ দ্বারা স্থচিত অধিবৃত্তের উপর থাকিবে না, অর্থাৎ YARA বাম- 
পার্থ অধিবৃত্বটির কোন অংশই থাকিবে না | 


_ অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দুকে মূলবিন্দু ধরিয়া সমীকরণ B করা হইয়াছে 
বলিয়া, 


(2) উক্ত সমীকরণটি দ্বারা সুচিত age মূলবিন্দুগামী; সমীকরণটি 
(0, 0) দ্বার! সিদ্ধ হয় বলিয়াও এই দিদ্ধাত্ত কর! যায়। 


(8) ৪ এর যে-কোন ধনাত্মক মানের জন্যই у এর সমান কিন্তু বিপরীত 
БАЕ দুইটি মান থাকিবে, অর্থাৎ অধিবৃতস্থ কোন বিন্দু (v, /,) হইলে 
(2২, =) বিন্দুটি অবশ্যই чает হইবে ; অতএব, অধিবৃত্তটি CNT, 
অর্থাৎ উহার অক্ষে প্রতিসম (symmetrical), d 


(4) অধিবৃত্তটি একমাত্র Sure? উহার অক্ষকে ছেদ করে; £ এর 
"E fex আর কোন মানের জন্যই уҹу হয় না, পরস্ত ৫ ডানদিকে যতই 
বাড়িয়া চলে, y ও 9 সমীকরণ অন্থ্যায়ী ততই বাড়িয়া চলিবে; অতএব, 


অধিবৃত্ত ৪৩ 
অধিবৃতটি বদ্ধ রেখা (closed curve) নহে, z এর ক্রমবদ্ধমান মানের সহিত 
p এর চিহ্ন-বচ্ছিত মানযুগ্মও ক্রমবর্ধমান । 

এই সকল তথ্য হইতে এই সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া যায় যে, wfüqeb, 
fag চিত্রের ন্যায় মৃলবিন্দুগামী, নিজ ace প্রতিসম এবং %-অক্ষের ডান- 
দিকে অসীম পর্য্যন্ত বিস্তৃত একটি лез রেখা (continuous curve). 


25. sifeacea aie 
নাভি 9 বিন্দুগামী এবং অক্ষের TY 797, oT নাভিলম্ব (latus rectum), 
এখন, A বিন্দু (0, 0), S বিন্দু (a, 0) এবং L ও 7/ ROTRA ভুজ -:49৫. 
L L/ বিনুদ্ধয়ের কোটি у? =4ат সমীকরণে 
& এর স্থলে a বসাইয়| পাওয়া যায়। এ সমীকরণে 
а= а বসাইলে, y? =4a? ; 
^. у= + 94. 
ew, Z বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, 2৫) এবং Z 
বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, — 20). 
<. LL = J(a-a)? * (2a * 9a? = 49, 
অতএব, দেখা গেল অধিবৃত্তটির atfem | 
(i) উহার শীর্ষবিন্দু হইতে উহার নাভির দূরত্বের 519194 ; 
এবং (ii) чет সমীকরণের z অর্থাৎ একঘাত চলরাশিটির চিহ্ন-বন্জিত 
সহগের সমান 1 
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26. wxfemre শু stata траене 
sre 21 | 
0 অধিবৃত্তের সমীকরণ y? = 4ax হইলে, 
() উহার শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (0, 0) ; 
Gi) ০-অক্ষ উহার অক্ষ স্পষ্টই সমীকরণে চলরাশিটির দ্বিঘাতকে শূন্যের 
সহিত সমিত করিয়া айча অক্ষের সমীকরণ ЯТ] যায়; এস্থলে, দ্বিঘাত 


চলরাশি %৯-কে শূন্যের সহিত সমিত করিয়া, y*-0 বা y=0 অধিবৃত্টির 
অক্ষের সমীকরণ ; 


(iii) অধিবৃত্তটির নাভিলম্ব হইবে 4a; স্পষ্টই সমীকরণের একঘাত 
চলরাশির নর সাংখ্যমান, অর্থাৎ চিহ্ন-বজ্জিত উক্ত л] অধিবৃত্তের 
নাভিলম্ব ; 

(iv) পরে দেখা যাইবে, у-у тебя শীর্ষবিন্দুতে স্পর্শক ; স্পষ্টই, 
সমীকরণের একঘাত চলরাশি ৫-কে শূন্যের সহিত সমিত করিয়া এই স্পর্শকের 
সমীকরণ পাওয়া যায় ; ৮=0 MRS অধিবৃত্তটির স্পর্শক ; 


(у) নাভির স্থানাঙ্ক (a, 0), অর্থাৎ 2 m একঘাত রাশির 
সহগ ) এবং 0; 


(vi) নিয়ামকের সমীকরণ к= - а, অর্থাৎ z= - (1 সমীকরণের একঘাত 
রাশির সহগ )) 


(vii) অধিবৃন্তটির অবতলতা (concavity) T IFS) %-অক্ষের ধনাত্মক- 
fret; দেখা যাইবে, a ধনাত্মক 
হইলে, অবতলতা ধনাত্মক-দিকৃমুখী এবং 
a З হইলে, অবতলতা খণাত্মক- 
দিকৃমুখী হয়। 

(9) অধিবৃত্তের সমীকরণ y? = - az 
হইলে, পার্শ্ববর্তী চিত্রের ন্যায় ইহার 
অবস্থান ও আকার হইবে, এবং 

(i) ইহার Ат স্থানাঙ্ক হইবে 
(0, 0) ; 
(i) y=0, অর্থাৎ 4-অক্ষ হইবে ইহার অক্ষ) 
(iii) 4a হইবে নাভিলম্ব ; 


অধিবৃত্ত зе 
(iv) 2=0, অৰ্থাৎ %-অক্ষ উহার че স্পর্শক হইবে) 
(х) নাভির স্থানাঙ্ক হইবে (—a, 0) ; 
(vi) নিয়ামকের সমীকরণ হইবে c= -(-a)= о; 
(ун) অধিবৃত্তটির অবতলতা, а থণাত্মক বলিয়া হ-অক্ষের খণাত্মুক-দিকৃমুখী 


হইবে। 


(3) «асет সমীকরণ 2৪ = day হইলে, পার্শ্ববর্তী চিত্রের ন্যায় ইহার 


অবস্থান ও আকার হইবে, এবং 


(i) ইহার শীর্ষবিন্দু হইবে (0, 0) ; 

(i) к=0, অর্থাৎ অক্ষ হইবে 
ইহার অক্ষ; 

(їн) 4а হইবে নাভিলঙ্ব ; 


(iv) y=0, wes тэт হইবে OX x 
শীৰ্ষবিন্দুতে স্পর্শক j ys-a 
(v) নাভির স্থানাঙ্ক হইবে (0, а); y! 


© (v) নিয়ামকের সমীকরণ হইবে у= —a ; 

(vii) wfggefos অরতলতা %-অক্ষের ধনাত্মক-দিকৃমুখী হইবে। 

(4) অধিবৃত্তের সমীকরণ 2° = —day হইলে, পার্শ্ববর্তী চিত্রের 919 ইহার 
অবস্থান ও আকার হইবে, এবং 


(i) ইহার শীর্ষবিন্দু হইবে (0, 0)" 

(i) х=0, অর্থাৎ -অক্ষ হইবে 
ইহার অক্ষ; 

Gii) 4a হইবে নাভিলদ্ব ; 

(iv) y=0, অর্থাৎ ৫-অক্ষ হইবে 
শীর্ষবিন্দুতে Ме; 

() নাভির স্থানাঙ্ক হইবে 
(0, -a); 

(vi) নিয়ামকের সমীকরণ হুইবে y= -(-৭)= 9; 

(vii) অধিবৃত্তটির অবতলতা /-অক্ষের খণাত্মক-দিক্মুখী হইবে। 


৪৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


27. অন্বিন্বত্ডিল বিভিন্ন সমীকরণ 
G) মূলবিন্দু নাভিতে এবং অধিবৃত্তের অক্ষ 
নি -অক্ষ $ 
7 এস্থলে, S মুলবিন্দু, অক্ষ ৮-অক্ষ। 
অধিবৃতস্থ যে-কোন বিন্দু P এর স্থানাস্ক 
(c, y) হইলে, এবং AS =a হইলে, 
SP=PM=NZ=2+ZA+AS 
=т+9а(`.` ZA= AS=a); 
SP? = (৮429), 
বা, z? +y? = (2 + 20)2, 


বা, y? = 4а(ш + а); ইহাই eta সমীকরণ | 


দ্রষ্টব্যঃ এস্থলে, নাভি (0,0), নাভিলঙ্ব & এর -সহগের সাংখ্যমান 4a 
এবং নিয়ামকের সমীকরণ z= - 2a বা z+ 20, 

Gü) অধিবৃত্তের অক্ষ ৫-অক্ষ এবং নিয়ামক . 

%-অক্ষ 2 E 

এস্থলে, Z মূলবিন্দু এবং অধিবৃত্বের অক্ষ 
£-অক্ষ | 

অধিবৃত্তস্থ যে-কোন বিন্দু Р এর স্থানাঙ্ক (৮, y) 
হইলে, এবং 49-€ হইলে, ZN =, PN=y, к 

এবং SP=PM=NZ=2; 

7. *SP?=2? বা SN* + PN: =, 

বা, (2-90): +y" =r, 
বা, ॥*=40(%-৭); ইহাই с সমীকরণ | 


00472 এস্থলে, 9 এর স্থানাঙ্ক (ол, 0), নাভিলঙ্ব এর সহগের সাখখ্য- 
মান 4a, নিয়ামকের সমীকরণ 0: 


28. নাতি ==c= অনিন্বত্তদ্ কোন Rape итеш | 
SET সমীকরণ ২4৫৫ হইলে, A হইবে মূলবিন্দু; তখন 


» 
B. 


শশার X 


afge ৪৭ 


чет কোন বিন্দু Ple, y) এর নাভি হইতে দূরত্ব (focal distance) 
=SP=PM=ZN=ZAt+AN=atx. 


29. faa EE | 
অধিবৃত্তের সমীকরণ y*-4ar হইলে, শীর্ষবিন্দু 4 হইবে মূলবিন্দু, "E 
অধিবৃত্তের অক্ষ হইবে ঠ-অক্ষ। মনে কর, Y sd 
কোন বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক (৫, y.) ; P বিন্দু 
হইতে ৮-অক্ষের উপর P N WU টানা হইল ; 
PN, অথবা, (Р অধিৰৃত্তের ভিতরে অবস্থিত 
হইলে ) বদ্ধিত PN অধিবৃভটিকে P 
বিন্দুতে ছেদ করিল। এখন, AN, 
PN-yw; Р' বিন্দুর তুজ 47128; 
এবং মনে কর, р বিন্দুর কোটি-951. 
P' (ex, 1) Rab অধিবৃতের উপর 
অবস্থিত বলিয়া, 
? = dag, 0 


স্পষ্টই, albi co us Beta উপর অথবা ভিতরে 


ЕД 


P’ (rs, 9") 


অর্থাৎ, যদি yl], =, অথবা, «dan হয়। [ (1) হইতে] 


৪৮ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
উদাহরণ। (9, 4) বিন্দুটি y* 4 অধিবৃত্তের বাহিরে অবস্থিত ; কারণ, 


2 4? 2- 4.2; 

(4, 4) বিন্দুটি y* = 4% অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত; কারণ, 
at 4.4 

(4, 2) বিন্দুটি y? = 4 অধিবৃত্তের ভিতরে অবস্থিত ; কারণ, 
9* < 4.4. 


210. y?-4ax SATS এবং y=mx+ o AMTAA 
сыта a= oc aerem SATSA স্পর্শক 
===t= শৰ্ত | 


[ Points of intersection of the straight line y=mate and the 
parabola у“ =4ax, and the condition that the straight line may be 
a tangent to the parabola. ] 


প্রদত্ত অধিবৃত্ত এবং নরলরেখার ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক উভয় সমীকরণকেই 
যুগপৎ সিদ্ধ করে বলিয়া, 
у? = 4৫? от 105) 
y = т +с ө" ere (9) 


সমীকরণ ছুইটিকে সহ-দমীকরণরূপে সমাধান করিয়া! ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক নির্ণয় 
করা যাইবে। 


(2) হইতে y এর মান (1)-এ বসাইলে, 
(ma + c)? 24a, 
বা, т?й? + 9(me— 24) +c? =0 + (3) 


(9) একটি দ্বিঘাত সমীকরণ ; ইহাকে সমাধান করিলে % এর দুইটি মান 
গাওয়া যায় বলিয়া সরলরেখা অধিবৃত্তটিকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে । % এর 
ওঁ মান দুইটি (9)-এ z এর পরিবর্তে বসা ইলে, y এর অনুরূপ দুইটি মান পাওয়া 

| £ এর একটি মান এবং y এর эрик মান অধিবৃত্ত ও সরলরেখার 
একটি ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক; আর z এর অন্য মানটি এবং уча অনুরূপ মান 
_ উহাদের অপর ছেদবিন্দুর ata | 


fre ৪৯ 


সমীকরণ (3) এর THAT যথাক্রমে বাস্তব এবং ভিন্ন, বাস্তব এবং অভিন্ন, 
অথবা অবাস্তব হইবে, т 


যদি 4(me — 2a)* 2 47,202 হয়, 


অর্থাৎ, যদি 4(m*c* dame + 4a") Z 4m?c? হয়, 


অর্থাৎ, যদি 16a* 2 16amo হয়, 
অর্থাৎ, যদি ü = mc হয়ঃ 
| < 
অর্থাৎ, যদি 2 হয়, 
А, т 


অতএব, у= те +e সরলরেখাটি у? = бат অধিবৃত্তটিকে 
(i) পৃথক্‌ দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, যদি < 4 হয়? 
Gi) পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, যদি o= হয় 


(1) আদৌ ছেদ করে না, যদি с> %% হয়। 


সরলরেখাটি অধিবৃত্টিকে পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিলে 
সরলরেখাটি উহার 'পর্শক হয়; অতএব, у=тт+о জরলরেখাটির y° = 4% 
অধিবৃত্তাটর স্পর্শক হইবার শর্ত 


e= —. 


T ` 
অনুসিদ্ধান্ত 1. উপরের ফল হইতে দেখা যায়, y=" + © সরলরেখাটি 
% এর সকল মানের জন্যই y? = 4৫৫ অধিবৃত্তটির একটি স্পর্শক। 
অনুভিদধান্ত 2. + ® эми স্পর্শবিন্দু নির্ণয় করিতে হইলে, 
এই সমীকরণকে এবং অধিবৃত্তের সমীকরণ y^ = 402 কে সহ-সমীকরণরূপে 


সমাধান করিতে হইবে । অতএব, প্রথম সমীকরণ হইতে v এর মান দ্বিতীয় 
সমীকরণে বসাইয়া, | 


2 
(ma + 2) = 4042, 


to স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
а? 
বা, m?z* — 9az + >= 0, 
š m 


ays by GN д. 
বা, (ma --2) -0; J. ==; 
m m° m 


y= ma + 2 এ z এর এই মান বসাইয়া, 


x а 2,24), 
ym ma + беба স্পর্শবিন্দু হইল (23) 
211. у°=4ах জশ্িৱত্তেৱ যে-কোন বিন্দু hx, у,)-а 
MANCHA орев | 
[ Equation of the tangent at any point (c.,y1) of the parabola 
y? —4az. J 
অধিবৃত্তটির উপর অবস্থিত প্রদত্ত বিন্দু (০২, v.) এর অতি নিকটবর্তী এবং 
$ «гат উপরই অপর একটি বিন্দু (ea, y.) লও | 
(z, ул) এবং (wo, yo) বিন্দুদ্ধয়গামী সরলরেখার সমীকরণ 
Уі Vo 


228 ৫-%২) ... ... (1) 


এখন, (шу, Va) এবং (a, ve) উভয় বিন্দু প্রদত্ত অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত 
বলিয়া, 


Єл н 


y = dan, 2 © (8) 
এবং ys* = 400. sss © (8) 
01° —ys* = dae, — [ (2) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া ] р 
বা, (y —wuaXv, ty) = alr — s), 
বা, ot 4a . Ves (4) 
21-2. yitys Sud 


+. (1) এবং (4) হইতে, (4, +) এবং (za atta) সরল- 
GNE সমীকরণ হইল . sits er 
1 


(2-21) + - (B) 


чта ৫১ 
এবং (д, va) FRED এ অধিবৃত্তের উপর থাকিয়াই ক্রমাগত (r,, уз) অভিমুখে 
চলিতে চলিতে অবশেষে উহার সহিত মিলিয়া যায়, অর্থাৎ ৮৪ =r, এবং 
уз = 9, হয়, তখন (5) এর সরলরেখাটি একটি ম্পর্শক হয়; 


= সমীকরণ (5)-4 ya = y, TARA, (৪3, vs) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
হ্‌ 


20 
у-у = (z 05), 
yi 


বা, uu í Y1" = 20% — 2025, 
বা, ууз ^ yi" + Зах — Lars 
= 40%; + 9az - LAL, 
[ (z, ул) অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত বলিয়া, v, ° 422; ] 
= 9az + Yar, = 9a(z + 03). 
নির্ণয় সমীকরণ yy,=2a(x+x.). Í 
দ্রষ্টব্য 1. বৃত্তের সমীকরণের ন্যায় এস্থলেও অধিবৃত্তের সমীকরণে C 


/৭-স্থলে yy, এবং 4৫-স্থলে 2/(2+25) লিখিয়া স্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া 
গিয়াছে। 


দ্রষ্টব্য 2. y=mat == সরলরেখাটি ॥*= 4% অধিবৃতের (vi, vi) 
বিন্দুতে অধিবৃত্তাটর স্পর্শক হইলে, 
এরা, 2 =: 
у= т + 2 বা mz-yt 70, 
এবং уу ৯90024+%5), বাঁ, 2৫22 + 2001 =0 
সমীকরণদয় দ্বারা একই সরলরেখা সুচিত হয়; 


2а _ 91.2091, 
m -1 Gm 
2a, 4 2a 


a 
gy te SF এবং y | = Z. 
1 жа m” т n 


অতএব, у=тт+ = স্পর্শকটির স্পর্শবিন্দু হইল 


(2 2) 
m° m 


৫২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি. 


212. নিদ্দিষ্ট fag esce у°-4ах SÍTI 
Sis স্পর্শকসম্মুহেল 0105015) | 
[ Number of tangents that can be drawn from a given point to 
the parabola у? = Аат.) } 
কোন নির্দিষ্ট বিন্দু (v, 01) হইতে y? =4ar অধিবৃত্তে অঙ্কিত স্পর্শক- 
সমূহের সংখ্যা ও প্রকৃতি-সন্বন্ধে এস্থলে আলোচনা কর! হইবে | 
y? = 40% অধিবৃত্বের যে-কোন স্পর্শকের সমীকরণ 


6. ... ... 
y omet > (1) 
এই সরলরেখা (21, y1) বিনুগামী হইলে, 
V. t me, + тэ বা, пут? — ym + a = Ü su" (9) 


দমীকরণটি m এর দ্বিবাত সমীকরণ বলিয়!, ইহাকে সমাধান করিলে m এর 
দুইটি মান পাওয়া যায় ; অতএব, (т, yu) বিন্দু হইতে y? =dans অধিবৃত্তে 
দুইটি স্পর্শক টানা যায়। 


2:13. y?=4ax mereces с=-с=БЇ#ч RE (x1, y): 
জভিলন্লেত্ৰ Aaa} | 


[Equation of the normal at any point (x4, y4) of the parabola 
y? =4ат.] 


অভিলম্বটি (i) (zx, у) বিনুগামী হইবে, 


এবং (ii) (в, y.) বিন্দুতে অধিবৃত্তের স্পর্শকের vn হইবে | 
এখন, (24, уа) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ, 


y-ys 7 m(a e), © 2711) 
এবং অধিবৃত্বের (т, vs) বিন্দুতে উহার স্পর্শকের সমীকরণ, 
ууз = 2১43), বা, у = 28, + 2923, - (2) 
Yı V1 


(1) দ্বারা স্থচিত সরলরেখাটি (9) দ্বারা স্থচিত সরলরেখার ay বলিয়া, 


2a) y 
xl -= = = 22, 
m ( з 1, 4, m 2 


অধিবৃত্ত ৫৩ 


г. (ya m এর স্থলে, % এর এই মান THEM, sv.) বিন্দুতে 
অভিলম্বের সমীকরণ হইল, 


y-y -}1(к-х+). 


অন্ুসিদ্ধান্ত। (am?, _ 2am) বিন্দু, m এর সকল মানের wg, 
y? = 40% অধিবৃত্ের উপর অবস্থিত। এই বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 
у= шх -2am —- amš, 


2 
শি: E. 
m=- ra বলিয়া, y, = — 2am এবং wy = = am, 


অতএব, (am*, — Зат) বিন্দু, m এর সকল মানের BIZ y? -daw 

অধিবৃত্ের উপর অবস্থিত। অতএব, এই বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 
y + дат = mlx _ am?) 

অর্থাৎ, — y-mz—92am-am?. 

2:14. স্পর্শ বিল্দুপাম্মী জ্ঞ্যা। 

y^-4ax Sace বাহিন্রে Safes (ка, уз) বিন্দু 
secs sars অঙ্কিত epic স্পর্শ বিন্দু 
গাশী eerie ANTAG 

[ Equation of the chord of contact of tangents drawn to the 
parabola y? = &а2: from an external point (25, уз). 1 

মনে কর, (za yi) বিন্দু হইতে y? =400 অধিবৃত্তটিতে অঙ্কিত স্পর্শকছ্বয়ের 
স্পর্নবিন্দু (za Ya) এবং (zs, Vs). "B2, এই বিন্দু অধিবৃত্টির উপর 
অবস্থিত এবং এই ছুই বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকদ্বয় (৪3, y.) বিন্দুগামী | 

এখন, (ез, Va) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ Ууз = 9৫ (= +o). 

এই স্পৰ্শক (шу, уз) বিন্দুগামী বলিয়া, 1319 = 2а (zate) с> (1) 

(1) হইতে সুস্পষ্ট যে, (wo, Va) В à 

yy. = 9а(а +21) সরলরেখার উপর অবস্থিত | vs (2) 

আবার, (we, Ya) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ Ууз = Qala + dig). 

এই স্পর্শক (ш, ya) বিন্দুগামী বলিয়া, vius = даба + as) '" (8) 

(8) হইতে সুস্পষ্ট যে, (৮৪, Ys) বিন্দুটি 

yy: = Qala + v4) সরলরেখার উপর অবস্থিত। we (4) 
XI—E.M, 24 


৫৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


_ (8) এবং (4) হইতে দেখা যাইতেছে (৮2, yo) এবং (৮৪, уз) স্পর্শবিন্দুদ্য়ের 
উভয়ই yy, = 9a(z + z,) বরলরেখার উপর অবস্থিত ; অতএব, 
уу. 72a(x xi) : 


দ্বার! সুচিত সরলরেখাটি (৮2, Ya) এবং (৫৪, ys) 'পর্শবিন্দুদ্রয়গামী বলিয়া ৰ 
উহা! (wy, у) বিন্দু হইতে অঙ্কিত স্পর্শকদ্য়ের স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা-এর সমীকরণ। 


215. অপ্বিহ্বভেল্র AFRA ANSAN Sas 
সধ্বিন্ভুসসুহেল Aea | SÍTA sears 
সমাজ্তব্াল এটি чалса I 


[ The locus of the middle points of a system of parallel chords 
of a parabola is œ straight line parallel to the acis. ] 


মনে কর, অর্ধিবৃত্তটির সমীকরণ y? = 40%. Z © (1) 


এখন, জ্যা-গুলি সমাস্তরাল বলিয়া ৫-অক্ষের সহিত উহাদের নতি একই; 
সেইজন্য উহাদের প্রবণতা m ও সকল জ্যা-এর ক্ষেত্রে সমান। অতএব, 
সমান্তরাল জ্যা-গুলির যে-কোন একটির সমীকরণ ধরা যায় у = ma + ০, (2) 
দলের সকল জ্যা-এর ক্ষেত্রে m একই, কিন্তু ০ বিভিন্ন। 


জ্যা-টি অধিবৃত্তটিকে (৫, у) এবং (eo, y.) RA ছেদ করিলে 
(2) হইতে т এর মান (1) বসাইয়া, উক্ত ছেদবিন্দদ্বয়ের কোটি-নির্ণায়ক 


y* = 4a [=° ' বা, my? – 44у + dac = 0 © (3) 
feats সমীকরণটি পাওয়া যায়। 
এখন, (л, k) জ্যা-টির মধ্যবিন্দু হইলে, у, + уз = 9k, e (4) 


(8) এবং (4) হইতে, ak ys ty, 46, বা, k= ss, 


স্পষ্টই, (h, 1) বিন্দুটি /= 2% রেখার উপর অবস্থিত) অতএব, (7) বিন্দুর 
সঞ্চারপথ, অর্থাৎ সমান্তরাল জ্যা-গুলির মধ্যবিন্দুসমূহের সঞ্চারপথের সমীকরণ 


у-2; 


অধিবৃত্ত е 


ইহা (i) সরল সমীকরণ 412191 সরলরেখা, 
এবং (0) স্পষ্টই, y=0 বা £-অক্ষ অর্থাৎ 


অধিবৃত্তের অক্ষের সমান্তরাল 1 
2:16. 37 | ; B V 
কোন কনিকের একদল সমান্তরাল. জ্যা-এর A 
মধ্যবিন্দুসমূহের সঞ্চারপথকে এঁ কনিকের ব্যাস 
(Diameter) 404 | 


ব্যাস যে বিন্দুতে অধিবৃত্তকে ছেদ করে, তাহাকে ওঁ ব্যাসের শীর্ষবিন্দু 
(Vertex) বলে | 


উপরিস্থিত চিত্রে, BV অধিবৃত্টির ব্যাস এবং D এই ব্যাসের শীর্ষবিন্দু। 

217. alee amres asados Garaa 
aiaa | 

[ Equation of the chord which is bisected at a given point. ] 

অধিবৃত্তাটর সমীকরণ y? = 4az এবং নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে (a, y1) ধরা যাক। 


ওঁ অধিবৃত্তের যে জ্যা-এর URS (ey, y.) তাহার সমীকরণ নির্ণয় করিতে 
হইবে | মনে কর, এই জ্যা-এর সমীকরণ 


y- Ys 7 m(e — 2i) ДУ ЖМ) 
এখন, এই জ্যা এবং ইহার সমাত্তরাল জ্যা-সমূহের সমছিখগুনকারী, অর্থাৎ 
উহাদের মধ্যবিন্দুগামী ব্যাসের সমীকরণ y = 24. 


т 


(ту, у) মধ্যবিন্দুটি এই ব্যাসের উপরই অবস্থিত বলিয়া, n=% 


2a 
jt ==, 
41, m vi 


m এর এই মান (1)-এ TARA, (৫, vs) বিন্দুতে যে জ্যা সমদ্বিধণ্ডিত 
হয় তাহার সমীকরণ, 


0—01 -2 (2-2), বা, yaly- уі) 722a (x 7x4), 
1 


বা, йуз ^ Y, = дак — дату, বা, yy: - 2ax=yi?-2ax,. 


৫৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


উদ]. 1. Find the locus of the middle points of the chords 
of a parabola, which pass through a given point (h, k). 
ГО. U. B. A. & В. Sc., 1924] 
V*= 4% অধিবৃত্তের কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (n5, y.) হইলে, এই জ্যা-এর 
সমীকরণ হইবে, 
ууз _ 2az 7 y4* — 2az4. 
জ্যা-টি (h, k) বিন্দুগামী হইলে, 
Бул —даһ= % — 2a2,. 
অতএব, মধ্যবিন্দু (24, у) এর সঞ্চারপথ 
ky — 2ah=y? —2az, বা, y? — ky -2a(m - h) ; 
ইহা একটি অধিবৃত্ত। 
©]. 2. Prove that the tangent at the vertex of any dia- 
meter of a parabola is parallel to the system of parallel chords 
bisected by the diameter. 
অধিবৃত্তের ব্যাস উহার অক্ষের সমান্তরাল বলিয়া অধিবৃত্তের সমীকরণ 


V = дас হইলে, উহার যে-কোন ব্যাসের সমীকরণ = 2 ধরা যায়। 
এই ব্যাস y= ma এর সমান্তরাল জ্যা-দলকে সমদ্বিখণ্ডিত করে। *** (1) 
85৮4 এবং y» 22 কে সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে দেখা যায়, 


= 28 এবং 20% 409 a 
y neca т?.4 m? 
"অতএব, ব্যাস এবং অধিবৃত্তের ছেদবিন্দু, অর্থাৎ, ব্যাসের শীর্ষবিন্ুর স্থানাঙ্ক 
в, 2. 
m? m 
এই বিন্দুতে অধিবৃত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 
2a а 
রাশ gos =) 
বা, u= ma+ i. one + (2) 


(1) এবং (2) হইতে দেখা যায়, উভয় ক্ষেত্রেই প্রবণতা m ; অতএব, যে-কোন ` 


ব্যাসের শীর্ষবিন্দুতে অঙ্কিত pfe, এ ব্যাস দ্বার! সমদ্িখণ্তিত জ্যা-সমূহের 
সমাস্তরাল। 


чта ৫৭ 

21868). ০. 4% wfagcex উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর "1915 
একটিমাত্র চলরাশি দ্বারা প্রমাণ কর] যায়। [ Co-ordinates of any point 
on the parabola y*=4aa can be expressed in terms of a single 
parameter. ] 

y*-4az সমীকরণটি ш= аі? এবং ॥=29 দ্বার! সিদ্ধ হয়। অতএব, 
একমাত্র চলরাশি / দ্বারা প্রকাশিত (002, 22) কে у" = 4৫৫ অধিবৃত্তের উপর 
অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাম্করূপে গণ্য করা যায়। 

(at, 244) বিন্দুটিকে অনেক সময়ে 1 বিন্দু বলিয়াও অভিহিত করা হয়। 

2180). বিন্দুতে অর্থাৎ (at*, 206) বিন্দুতে y" = 49% অধিবৃত্তের স্পর্শক 
ও অভিলম্বের সমীকরণ | [Equations of the tangent and the normal 
at the point ‘t i.e., (at?, 2at) of the parabola y? = 4az ]. 


(ey, va) বিন্দুতে অধিবৃত্তের স্পর্শক ও অভিলম্বের সমীকরণ যথাক্রমে 
уул = 98 (০4২) এবং y-n = -4 (s-a); 


24 =at", уу = дай лїї facta সমীকরণদ্বয় হইবে 
9aty = 20 (z + at?) অর্থাৎ iy x + at? 


এবং y — 9at = - 2а (z — at?) = -te + at?, 


অর্থাৎ y + tz = 9at  at?. ч 
2'18(c). y*-4az অধিবৃত্ের ta এবং to বিন্দদবয়ের সংযোজক জ্যা 
নাভিগামী হইলে, tata = — 1 হইবে। [Ifthe chord joining the two 
points t, and із on the parabola y? =4am passes through the 
focus, then tita = – 1. ] 
и এবং te অর্থাৎ, (449, Lats), (ata, 2065) বিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক 
জ্যা-এর সমীকরণ 
/-915_ 9aí-2at, 2 
в-а? а-а titte 


এই সরলরেখা নাভি (a, 0) বিন্দুগামী হইলে 


al, -(৫২+ 62) 51 685, বা) tt I = L 


৫৮ - স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


21809). নিদ্দিষ্ট নিনহু SETS y =la অল্ৰিত্বত্তে 
Sas স্পর্শক এ SISARA সহখ্যা। 


[ Number of tangents and normals that can be drawn from ৫ 
given point to the parabola у? = Аал. ] 


y* = 4৫ অধিবৃত্তের যে-কোন £ বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 


t= m+ at, - (1) 
এইস্পর্শক কোন নিদিষ্ট বিন্দু (24, /+)-গামী হইলে, 
4y,— 4 + at, বা, at? — ty, +2: = 0. (2) 


সমীকরণটি £ এর দ্বিধাত সমীকরণ বলিয়া, ইহাকে সমাধান করিলে £ এর 
দুইটি মান পাওয়া যায়; অতএব, (v, y.) বিন্দু হইতে অধিবৃত্তে দুইটি স্পর্শক 
টানা যায়। (2) হইতে প্রাপ্ত £ এর দুইটি মান (1)-এ বসাইলে এই স্পর্শক দুইটির 
সমীকরণ পাওয়া যাইবে | 

(2) হইতে দেখা যায়, £ এর মান দুইটি এবং সেইজছ্য স্পর্শক দুইটিও যথাক্রমে 
(i) বাস্তব এবং fem, (1) বাস্তব এবং অভিন্ন, অথবা, Gü) অবাস্তব হয়, 


যদি uz axı হয়, অর্থাৎ, যদি (ws, ул) বিন্দুটি অধিবৃত্তের (i) বাহিরে, 


(ii) উপর, অথবা, (iii) মধ্যে অবস্থিত হয়। 
আবার, অভিলম্বের ক্ষেত্রে দেখা যায়, у" = ас অধিবৃত্তের £ বিন্দুতে 
যে-কোন অভিলম্বের সমীকরণ yir aba, অভিলম্বটি (z, y) 
Va + imi = 9at + at. 


ইহা г এর ত্রিঘাত সমীকরণ বলিয়া, ইহাকে সমাধান করিলে / এর তিনটি 
মান পাওয়া যায়। এই মান তিনটি () সবগুলিই বাস্তব, অথবা, (1) দুইটি 
অবাস্তব ও একটি বাস্তব হইতে পারে । অতএব, কোন নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে 
অধিবৃত্তে তিনটি অথবা একটি অভিলম্থ টানা যায়। 

219. অপ্বিল্বভু-্ন্দহ্দীক্স SaF cce 
Sata | : 

উপপাগ্ভ 1. The Square on the ordinate of any point on a 


parabola is equal to the rectangle contained by the latus rectum 
and the abscissa of the point. 


অধিবৃত্ত ৫১ 


শীৰ্ষবিন্দু 4 কে মূলবিন্দু, অক্ষকে ৫-অক্ষ এবং শীর্ষবিন্দু হইতে নাভি 9 এর 
দুরত্বকে a «Вся, অধিবৃত্তের সমীকরণ হয় y* = 40%. 

মনে কর, অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দু P. অক্ষের উপর 
PN эч টানা হইল । অধিবৃত্তে P বিন্দুর ভুজ = АМ, উহার কোটি= PN 
এবং অধিবৃত্তের নাভিলম্ব = 445. 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, PN? = 448S.AN.-* 


মনে কর, P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (24, 91) ; Y pes” 
তাহা হইলে р বিন্দুর ভুজ AN, 
উহার কোটি PN=y, এবং নাভিলক্ব 
4AS=4a, এখন, (21, y.) অধিবৃত্তের 
উপর অবস্থিত একটি বিন্দু বলিয়া, у, 


= 40%) ; 7 


PN? -448.AN. 


amje অধিবৃত্ের কোন ব্যাস 
যে সকল সমান্তরাল জ্যা-কে সমদ্বিধণ্ডিত 
করে, সেই সকল জ্যা-এর নাভিগামী জ্যা-টিকে à ব্যাসের প্যারামিটার 
(Parameter) বলে | 

উপপাঞ্ভ 2. The parameter of any diameter of a parabola is 
four times the focal distance of the vertex of the diameter. 


P Psp নাভিগামী জ্যা-টি By ব্যাস দ্বারা সমদ্বিখপ্ডিত 
_ হইয়াছে ; অতএব, BY ব্যাসের প্যারামিটার Psp. 
প্রমাণ করিতে হইবে 79493), 
ү এখন, 2 এবং р বিন্দুদ্বয়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে 
Б (at, 291) এবং (ata, Yat.) হইলে, PSp নাঁভিগামী 
বলিয়া, tat. = - 1. 
PSp জ্যা-এর প্রবণতা (gradient) 
„2, = 8 —Qaty AEE t 
Cat? ata" tuts (ts rg) 


. BV ব্যাসের সমীকরণ y=? "mE +). 


ree স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
B বিন্দুর কোটি alt, +15), এবং FF, у*=4ат ҹу এর এই মান 
বসাইয়া, ats + wee Elta? ti" + 24/2)- 091,99) 
Ce St = -1) 
তাহা হইলে দেখা গেল, р বিন্দুর ভুজ ad], p বিন্দুর Fata? এবং 
B বিন্দুর তুজ F(t." 1-9) 
PSp=SP + Sp-(a*at,*) & (a at,?) e lt, 1*2); 
এবং SB= at 4(/:+/5-2)- T (L +t," +9), 
PSp -4SB. 


উপপাদ্ 3. The portion of the tangent to a parabola at any 
point on it, intercepted between that point and the directrix, 
subtends a right angle atthe focus, and conversely, 


কোন чбс S নাভি, ММ' নিয়ামক, P ওঁ অধিবৃত্বের উপর অবস্থিত 
যে-কোন বিন্দু এবং P বিন্দুতে збе. স্পর্শক pz নিয়ামককে л বিন্দুতে 
উ ছেদ করিয়াছে। 


প্রমাণ করিতে হইবে Z PSZ=1 সমকোণ। 

Me মূলবিন্দু, অধিবৃত্বের অক্ষকে ¿wm 
এবং শীর্ষ হইতে: নাভির দূরত্ব 49৫ ধরিলে, 
8৮১5 5600) অধিবৃত্তটির সমীকরণ হয় y'-4an মনে কর, 
P বিন্দুর স্থানাঙ্ক (2, 200), তাহা হইলে, 


স্পর্শক PZ এর সমীকরণ (/= +902; +. (1) 
নিয়ামক MM এর সমীকরণ а= -а, *** (9) 


(1) এবং (2) কে সহ-লমীকরণরূপে সমাধান করিলে £ এর স্থানাঙ্ক পাওয়া 
যায় { -а, ৭4770. এখন, S বিন্দুর স্থানাঙ্ক (a, 0); 


: i 844-0 u., 
SP রেখার প্রবণতা (m) HED TEE 


অধিবৃত্ত М ৬১ 


alt? — 1) 
am এব n e 
ut -a-a 9t 
2 ই 
m 


SP L SZ; অর্থাৎ, ZPSZ=1 সমকোণ। 
Conversely, if the portion of a straight line, intercepted bet- 
ween a point on a parabola and the directrix of the parabola, 
subtends a right angle at the focus, the straight line will be a 
tangent to the parabola at the point. ; 
afge, 9 নাভি, 771 নিয়ামক, p এ অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত যে- 
কোন বিন্দু। এখন, শীর্ষবিন্দুকে মূলবিন্দু, অক্ষকে £-অক্ষ এবং a fay হইতে 
নাভি 9 এর ARs а ধরিলে, অধিবৃত্তটর সমীকরণ হয় y^ 4৫৫. IET, 
ও এর স্থানাঙ্ক (a, 0). মনে কর, 2 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ar^ 208). P হইতে 
ae যে-কোন সরলরেখা pz নিয়ামককে এ বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে) 
বিন্দুর ভুজ অবশ্যই - হইবে ; মনে কর, উহার কোটি u; তাহা হইলে, 
S বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (a, 0), р বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (al, 20) এবং 
Z বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইল (—а, ул). 
21 
SP এর প্রবণত diem অর্থাৎ, асу 
এবং SZ এর প্রবণতা —bh অর্থাৎ – 02. 
-а-@ 2a 
এখন, / P52 = 1 সমকোণ, অর্থাৎ SP L SZ বলিয়া, 
9 : a(t? — 1 
muti চি a =; 
‚ 2 Peg স্থানাঙ্ক হইল |- a, a( - 1. 


- 9át c — at? 
рд সরলরেখার সমীকরণ — 701—317 к 
Шз ег 


y-2at — z-at*, al Uy -Qat)_ 2 —at®, 
' gat*-at* +a atta ^ at*+a ot* +a 
; 3 
বা, iy - 2at* = z at", Il, ty=z+at ; 


বা 


৬২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


ইহা у? = 4uz অধিবৃত্বের Plat?, 201) বিন্দুতে ম্পর্শকের সমীকরণ বলিয়া 
РУ অধিবৃত্তের р বিন্দুতে স্পর্শক। 

সংজ্ঞা অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত কোন বিন্দুতে অদ্বিত ও অধিবৃত্তের 
Te এবং কোটি দ্বারা ছিন্ন অক্ষের অংশকে ওঁ বিন্দুর উপ-স্পর্শক 
(Subtangent) এবং এ বিন্দুতে অঙ্কিত অভিলম্থ ও কোটি দ্বারা ছিন্ন অক্ষের 
অংশকে ও বিন্দুর উপ-অভিলম্ব (Subnormal) বলে | 

"t চিত্রে, TN ও NG যথাক্রমে 
2 বিন্দুর উপ-স্পর্শক ও উপ-অভিলম্ব। 

BANT 4. The subtangent at 
any point of a parabola is bisected . 
at the vertex. , 

কোন অধিবৃত্তের শীর্ষবিন্দু 4 এবং অক্ষ 
TAN. এই IRPA উপর অবস্থিত যে-কোন fx P তে অঙ্কিত ম্পর্শক 
PT এবং কোটি PN অক্ষ হইতে TN অংশ ছিল করিয়াছে; TN, 2 বিন্দুর 
উপ-্পর্শক। প্রমাণ করিতে হইবে, TN, 4 বিন্দুতে সমদিখপ্ডিত হইয়াছে, 
অর্থাৎ TA= AN. 

4 বিন্দুকে মূলবিন্দু, অক্ষকে ৪-অক্ষ এবং নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য 46 ধরিলে, 
অধিবৃত্বটর সমীকরণ হইবে y'-dar মনে কর, р বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(z. 1⁄4). B 

"s [এর সমীকরণ ॥/;=20(24+%,); অক্ষ TAN, 2-অক্ষ 
বলিয়া উহার সমীকরণ ॥=0. এই ছুই 
সমীকরণকে সহ-সমীকরণরূপে সমাধান 
করিলে ?' এর ভুজ পাওয়া যায় -r ; 
অতএব, AT এর দৈর্ঘ্য z, ; আর 2 বিন্দু 
(es, 05) বলিয়া AN এর Ore z, 

ov. AT-AN. 

অন্ুসিদ্ধাত্ত। SP-ST. 

SP-ate ; আবার, ST=a+AT=ata,, 
SP-ST. 


অধিবৃত্ত І ৬৩ 

BAAD 5. The normal toa parabola at any point on it makes 
equal angles with the focal distance of the point and the axis. 

শীৰ্ষবিন্দু A কে মূলবিন্দু, অক্ষকে £-অক্ষ এবং নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য 46 ধরিলে 
অধিবৃত্তের সমীকরণ হয় y? = 40%. Í 

এই অধিবৃত্বের উপর অবস্থিত যে-কোন 
বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক, মনে কর, (৫2, V1). 
PG অভিলম্ব অক্ষকে, অর্থাৎ £-অক্ষকে 
৫ বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। প্রমাণ 
করিতে হইবে, ZSPG-Z8GP, 
অর্থাৎ SP=SG. 

PG এর সমীকরণ vn- (৪-%:), এবং অক্ষের সমীকরণ у= 0. 


এই ছুই সমীকরণকে সহ্‌-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে ৫ এর ভুজ 
পাওয়া যায় 2a + 01, 
4G-22atz,; <- $8@=А@-А5=9а+ту-а=а+ту. 
আবার, 2 বিন্দুর ভুজ т, বলিয়া, SP-a zs. 
SP=SG. 
অনুসিদ্ধান্ত। উপপাদ্য 4 এর э аі হইতে, 
ST=SP=SG. 
BANT 6. The subnormal at any point on a parabola is 
equal to the semi-latus rectum. 
অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দু Р তে অঙ্কিত অভিলগ্ব PG এবং 
Р কোটি, PN অক্ষকে যথাক্রমে ৫ ও বিন্দুতে 
ছেদ করিয়াছে । প্রমাণ করিতে হইবে, 
P বিন্দুর উপ-অভিলম্ব মর্ট = নাভিলম্বের 
A\S N G দৈর্ঘ্যের অর্দ্েক। 
শীৰ্ষবিন্দু 4 কে মূলবিন্দু, অক্ষকে £-অক্ষ, 
এবং নাভিলম্ষের দৈর্ঘ্য 4а ধরিলে, অধি- 
таба সমীকরণ হয় y? = 40%. 


y স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


К@=4@- AN=(2a+e,)-2, ( উপপাগ 4 এর প্রমাণ দ্রষ্টব্য ) 
=W= EATA দৈর্ঘ্য 46 q অর্দেক। 
অন্ুসিদ্ধান্ত। কোন অধিৰৃত্তে নাভিলম্ব aqa -RA এবং উপ- 
অভিলম্বের দৈর্ঘ্য নাভিলদ্দের দৈর্ঘ্যের অর্দ্ধেক বলিয়া অধিবৃত্ের উপর অবস্থিত 
সকল বিন্দুর উপ-অভিলম্বের দৈর্ঘ্য একই হইবে | 


220. লিলি Srs] 


Uw. 1. Find the latus rectum, the co-ordinates of the 
focus and the equation of the directrix of the parabola (i) y? — 16r, 
(ii) у®= —6z, (ii) x? =4y, (iv) 8a" = - 8y. 

()_নাভিলম্ব = সমীকরণের একঘাত চলরাশির সহগের সাংখ্যমান = 16, 

এখন, + নাভিলম্ব = 4, ЯЯ মূলবিন্দু, /-0, অর্থাৎ ৪-অক্ষ অধিবৃত্তের 
hk ч অধিবৃত্তটর অবতলতা বা বক্রতা (concavity) ৫-অক্ষের ধনাত্মক 

^. নাভির স্থানাঙ্ক (4, 0) এবং নিয়ামকের সমীকরণ т=-4 বা 
x+4=0, : 

(ii) নাভিলম্ব = 6. 

এখন, $ নাভিলম্ব-& শীৰ্ষবিন্দু মূলবিন্দু, %-০, অর্থাৎ ¿ws অধিবৃত্বের 
অক্ষ এবং অধিবৃত্তটির অবতলতা %-অক্ষের খণাত্মক-দিক্মুখী। 

“- নাভি শীৰ্ষবিন্দু 4 র বামদিকে অবস্থিত হইবে এবং ইহার স্থানাঙ্ক 
হইবে (-&, 0), এবং নিয়ামকের সমীকরণ হইবে xj. 

(iii) নাভিলম্ব = সমীকরণের একঘাত চলরাশির সহগের সাংখ্যমান = 4, 

এখন, t নাভিলম্ব = 1, শীৰ্ষবিন্দু মূলবিন্দু, ৮=0, অর্থাৎ, %-অক্ষ অধিবৃত্তের 
অক্ষ এবং অধিবৃত্তটির অবতলতা! %-অক্ষের ধনাত্মক-দিক্মুখী। 

নাভি ৮-অক্ষের উপর শীর্ষবিনদু 4 র উপরের দিকে অবস্থিত হইবে 
এবং ইহার স্থানাঙ্ক (0,1), এবং নিয়ামকের সমীকরণ হইবে y= -1 বা, 
yti-0. 

(iv) aca, অধিবৃত্তাটর সমীকরণ 2৭ = _ iy. 

. Wifesw = একঘাত চলরাশির সহগের সাংখ্যমান 8, 

এখন, 1 নাভিলম্ব = $, শীৰ্ষবিন্দু মূলবিন্দু, 2=0, অর্থাৎ y-ww অধিবৃত্তের 

অক্ষ এবং заба অবতলতা wama খণাত্মক-দিকৃমুখী ; 


অধিবৃত্ত ve 


নাভি уст উপর শীর্ষবিন্দু A я নীচের দিকে অবস্থিত হইবে এবং 
ইহার স্থানাস্ক হইবে (0, — 2) এবং নিয়ামকের সমীকরণ হইবে y=. 


Gri. 2. Find the latus rectum, the co-ordinates of the 
vertex and the focus and the equation of the directrix of the 
parabola 1° = 8(z — 1). 

নাভিলম্ব- সমীকরণের একঘাত চলরাশির সহগেরঞাংখ্যমান =8. 

AS =} নাভিলম্ব = শীৰ্ষবিন্দু হইতে নিয়ামকের দূরত্ব АЛ. 

y=0, অর্থাৎ -অক্ষ অধিবৃত্তের অক্ষ। Y 
শীৰ্ষবিন্দু 4 তে অধিবুত্তের স্পর্শকের সমীকরণ 
т-1=0; এই "e এবং অক্ষ у=0 এর 
ছেদবিন্দু শীর্ষবিন্দু 4; ah 

শীর্ষবিন্দর স্থানাঙ্ক (1, 0). 21772 x 

xs স্থানাস্ক (1,0) বলিয়া, 04=1, . 

এখন, সমীকরণে একপক্ষে fpe চলরাশি এবং 
অন্পক্ষে একঘাত চলরাশি রাখিলে ( এস্থলে, এই- 
FAB দেওয়া আছে) দেখা যায়, একঘাত'চলরাশির সহগ ধনাত্মক চিহ্যুক্ত ; 
সুতরাং অধিবৃদ্তটির অবতলতা ৪-অক্ষের ধনাত্মক-দিক্মুখী ; 

নাভি শীৰ্ষবিন্দু 4 র ডানদিকে অবস্থিত হইবে, এবং ইহার lel 
হইবে (05, 0), অর্থাৎ (ОА + AS, 0), অর্থাৎ (8, 0). 

আবার, OF =AZ-AO=2-1=1; 

г. অধিবৃত্ত ৪-অক্ষের ধনাত্মক-দিক্মুখী বলিয়া নিয়ামকের সমীকরণ 
হইবে a= -] বা স+ 1770. 

উদ. 9. Find the latus rectum, the co-ordinates of the vertex 
and the focus and the equation of the directrix of the parabola 
y* — 42- 8y +4 = 0. 

GAA, অধিবৃত্তের সমীকরণ y* — 4e— 8y-- 4 — 0, 

বা, у#-8у=4т-4 বা у? -8у+16=42- 4+16= 42+ 12, 

বা, (y-4)* = 402+ 3). ss? se (1) 


৬৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


নাভিলম্ব -সমীকরণের একঘাত চলরাশির সহগের সাংখ্যমান 
=4, 


AS =} নাভিলম্ব = 1 =শীৰ্ষবিন্দু হইতে নিয়ামকের দূরত্ব АЛ. 
у-4=0 বা y-4 অধিবৃত্বের অক্ষ; অতএব, অধিবৃত্তের অক্ষ £-অক্ষের 
м সমাস্তরাল একটি সরলরেখা। শীর্ষবিন্দু 
4 তে অধিবৃত্তের ম্পর্শক 2+3=0; 
এই স্পর্শক এবং অধিবৃত্ের অক্ষ y = 4 এর 
ছেদবিন্দু শীর্ষবিন্দু 4; I 
. শীর্ষবিন্দুর স্থানাঙ্ক (- 3, 4). 
এখন, সমীকরণটিকে (1) এর আকারে 
লিখিলে দেখা যায়, একঘাত চলরাশির 
সহগ ধনাত্মক Бете; স্থতরাং অধি- 
Таб অবতলতা ইহার অক্ষ у= 4 সরল- 
রেখার ধনাত্মক-দিক্মুখী ; 
নাভি অধিবৃত্ের অক্ষ y=4 
সরলরেখার উপর শীর্ষবিন্দু А র ডানদিকে 
অবস্থিত হইবে, এবং সেইজন্য ইহার 
কোটি 4 হইবে এবং ভুজ হইবে (- 3 + AS) অর্থাৎ — 3 +1, অর্থাৎ -9; 
স্থত্রাং, নাভির স্থানাস্ক হইল (- 2, 4). 


আবার, AZ=1, এবং Z বিন্দু অধিবৃত্তের অক্ষ y-4 সরলরেখার উপর 
4 বিন্দুর যে পার্শ্বে 5 অবস্থিত তাহার বিপরীত পার্থে অবস্থিত বলিয়া 
2 বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইবে (-4, 4), এখন, নিয়ামক অধিবৃত্তের অক্ষ y=4 
সরলরেখার Ty বলিয়া y-0, অর্থাৎ, ৫-অক্ষেরও ay, অতএব, নিয়ামক 
"অক্ষ, অর্থাৎ w= 0 এর সমান্তরাল এবং Z(— 4, 4) বিন্দুগামী। 


নিয়ামকের সমীকরণ z= -4, বাঁ, x+4=0. 


x 


Зи. 4. Find the equation of the parabola, referred to its 
axis and the tangent at the vertex as axes of co-ordinates, given 
that it passes through the point (-8, —6) and that its concavity 
is turned towards the negative direction of the axis of z. 


fige ৬৭ 
অবতলতা %-অক্ষের ঝ্রণাত্মক-দিকৃমুখী বলিয়া মনে কর, নির্ণের সমীকরণ 
y!- -4ат. অধিবৃত্তটি (- 3, - 6) বিন্দুগামী বলিয়া, 
(-6)° = -49(-3) বা a= ৪. 
РС সমীকরণ у®= - 12%, 


Ф|. 5. Obtain the equation of the parabola whose focus is 
at the point (3, —9) and whose directrix is the straight line 
92-у+3=0. [ C. U. 1958] 


মনে কর, теб উপর অবস্থিত যে-কোন বিনুর স্থানাস্ক (z, y). এখন, 
নাভি লইতে অধিবৃত্তের উপর অবস্থিত কোন বিন্দুর দূরত্ব, নিয়ামক হইতে 
এ বিন্দুর দূরত্বের সমান বলিয়া, 


maa r হি Qa-yt3_ 207—983 
— 3)? + CY 3 
liz - 3) 4 (y 4- 2) JE i 


(Qa — y +8)? 
5 


বা, (z — 3)° + (y + 9)° = 


বা, 5(z- 3)? +5(y+2)? =(Qc-y+3)?, 


বা, 52° – 3802+45 + 5y? + 20y +20 
Y = 40° +y? +9- 4ey + 120 — 6y, 


বা, z*-4y?-- Amy — 420 + 26y + 56 = 0, 
বা, (x-+2y)? =42x -26y-56 3 ইহাই facta সমীকরণ। 


উদ]. 6. Find the co-ordinates of the points where the straight 
line z — Ту +12=0 meets the parabola y* = m. 


সমীকরণ ছুইটিকে সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে ছেদবিন্দুদ্ধয়ের 
কোটি-নির্ণায়ক y*-7y412-0 দ্বিঘাত সমীকরণটি পাওয়া যায়। ইহার 
দুইটি বীজ 4 এবং 8 বলিয়া ছেদবিন্দুদ্রয়ের কোটি 4 এবং ৪. 


কোটি 4 হইলে, y? = z হইতে, ভুজ হইবে 16, 
এবং কোটি 3 হইলে, y? =a হইতে, GF হইবে 9, 
саатта স্থানাঙ্ক (16, 4) এবং (9, 3). 


৬৮ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


rl. 1. Prove that any straight line parallel to the axis 
of a parabola intersects the parabola at one point only. 


মনে কর, অধিবৃত্তটির সমীকরণ y? = 40% ; 
তাহা হইলে у=0, অর্থাৎ ৫-অক্ষ অধিবৃত্তটির অক্ষ; সুতরাং, অধিবৃত্তের 
অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখার সমীকরণ у = с, মনে FA যাইতে পারে | 


y = 4ат এবং y-cC$ সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে সরলরেখা 
এবং অধিবুত্তের ছেদবিন্দুর ভুজ-নির্ণায়ক ০০ = 40% সমীকরণটি পাওয়া যায়; 
ইহা হইতে z এর একটিমাত্র মান? পাওয়া যায় এবং ইহাই ছেদবিন্দুর ভুজ, 
আর y-c হইতে দেখা যায়, ছেদবিন্ুর কোটি =6. অতএব, সরলরেখাটি 
অধিবৃত্তটিকে একটিমাত্র বিন্দুতে ছেদ করে ; এই বিন্দুর স্থানাঙ্ক (5 e): 

উদ, 8. Prove that the straight line 4z—2y--3—0 touches 


the parabola y? =12x and find the co-ordinates of the point of 
contact. [0. U. 1947 ] 


অধিবৃত্তের সমীকরণ হইতে ent সরলরেখার সমীকরণে বসাইলে 
উহাদের ছোদবিন্দুর কোটি-নির্ণায়ক 
£45-2/+8-0 বা y?-6y+9=0, 
বা (y-3)?=0 S а) 


দ্বিঘাত সমীকরণটি পাওয়া যায়। এই fuste সমীকরণের বীজদ্বয় অভিন্ন 
বলিয়া সরলরেখাটি অধিবৃত্তটিকে পরস্পর অভিন্ন দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। 
অতএব, সরলরেখাটি অধিবৃত্তটির "ofa | 


(1) হইতে স্পর্শকটির স্পর্শবিন্দুর কোটি =3, এবং 2-0 বলিয়া, 
gan 3, অতএব, সরলরেখাটি অধিবৃতাটির স্পর্শক এবং স্পর্শবিন্দুর 
স্থানাঙ্ক (3, 3). 


উদ, 9. If the straight line у=бт+ 1 touches the parabola 
y* = 402, find the length of the latus rectum, the focus and the 
co-ordinates of the point of contact. 


অধিবৃত্ব ৬৯ 
সরলরেখাটির অধিবৃত্তটির স্পর্শক হইবার «6 হইল 
i= 5: বা, a=5; 


নাভিলম্ব = 44 = 4.5 = 20. 
নাভির স্থানাঙ্ক = (a, 0) = (b, 0). 


স্পর্শকটির voii হইবে (৫ 2৫), অর্থাৎ (2.22). অর্থাৎ G, 2). 


উদ. 10. Find the equation of the tangent to the parabola 
y? =8a, which is parallel to the straight line 2 — 3y +6=0. 


92—8у+6=0 সরলরেখার সমান্তরাল যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 


2g — 83y +e =0, বা, 8% 9০7০, বা, y= jer " 


এখন, y'-8z-4.9r বলিয়া ww সরলরেখাটির | অধিবৃত্তের স্পর্শক 
হইবার শর্ত হইল 


e প্র 


৮৮555383১৫9, 


লা 
নির্ণের স্পর্শকের সমীকরণ হইল 2x - 8y +9 = 0. 


©]. 11. Find the equations of the tangent and the normal 
to the parabola 


(i) =, at (4, —6); 

(ii) y? = —16z, at (-1, —4); 

(iii) y? = 242, at the extremities of the latus rectum, 

G) (mi vi) FS  y*-4az অধিবৃত্ের স্পর্শকের সমীকরণ 


уз = 2a (z + т), এবং অভিলম্বের সমীকরণ у-у, = — x (z — v). 
2a 


এখন, ॥*=9%= 4.20; 2. IRA, а= 
Всі স্পর্শকের সমীকরণ y.(-—6)=2.2(e + 4), 
41, —-129y-9r-36, 41, 8x+4y+12=0; 


এবং অভিলম্বের সমীকরণ y + 6 = - xe (2-4), 
বা, 0+6=4 (0—4), বা, 4x - 3у= 34. 


"XI—E.M. 95 


m স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


(i) (т) বিন্দুতে v'--4az  অধিবৃত্বের ম্পর্শকের সমীকরণ 
иу = - За (z + т) এবং ЧЇ সমীকরণ y- y. = 5 (n z). 


^2 এক্ষেত্রে, a=4,z,= -1 এবং y, = —4 বলিয়া, 
- নিৰ্ণেয় স্পর্শকের সমীকরণ y.(-4)= —9.4(z — 1), 
বা, ॥=2%-2, 41, 2x-y-2=0; 


এবং অভিলম্বের সমীকরণ /-09-54 (0+1), 


বা, %y+4)= -(e+1), 
41, x+2y+9=0. 
. (iii) GACT, a= ৯৮. 6. 
নাভির স্থানাঙ্ক (a, 0), অর্থাৎ, (6, 0). 
স্পষ্টই,.না ভিলম্বের গ্রান্তবিন্দু ছুইটিরই ভুজ 6; এই ভুজের মান অধিবৃত্তের 
সমীকরণ у? -94% এ বসাইয়া প্রান্তবিন্দুদ্ুয়ের কোটি-নির্ণায়ক y? = 144 
সমীকরণটি পাওয়া যায়। s. কোটি y=19, —19. তাহা হইলে নাভিলম্বের 
্রান্তবিন্ুদ্ধয় হইল (6, 12), (6, — 19). 
(6, 12) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
12y =12(¢ +6), বা, x-yt+6=0 ; 
এবং অভিলম্বের সমীকরণ 
y-12= -1$ (x - 6), বা, x+y-18=0. 
(6, — 19) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 
: — 12y=12(r + 6), বা, х+у+6=0; 
এবং অভিলম্বের সমীকরণ 
২ y+12= -=t3 (z 6), বা, x-y-18=0. 
উদ]. 12. Obtain the equation of the tangent to the parabola 
y? = 162, which makes an angle i with the z-axis, 
т এর সকল মানের 998 y= m+ = সরলরেখা৷ y? = Ban অধিবৃত্তের 


প্পর্শক ;. এস্থলে, а= 44 বলিয়া, y=me+ Š দরলরেখা yt = 10 এর 
"MS I 
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এখন, = tan z =1. 


J = mz + $a т=1 বনাইয়া, ficfg স্পর্শকের সমীকরণ у=х+4. 


Ф|. 13. Find the equations of the tangents to the parabola 
y? = 20x from the point (1, 6), 
у _ 90%৯ 4,52; অতএব, এস্থলে а= 5. 


т এর সকল মানের 99 y= ma +5 d 
সরলরেখা অধিবৃত্তটির স্পর্শক | এই স্পর্শক (1, 6) বিন্দুগামী বলিয়া, 
6=m+ Š বা, m*-6ni*570; 
т 


6+ 436-90 _ 624 5, ip 
^. (1)-এ m এর এই দুইটি মান বসাইয়! (1, 6) fy হইতে % = 202 
অধিবৃত্তে অঙ্কিত স্পর্শক দুইটির সমীকরণ 
y=ba+% বা у=5х+1, 
এবং у=т+5 বা у=х+5. 
উদ, 14. Find the equation of the RM of the parabola 
y? =8z, which is bisected at the point (4, 5). 
v =420; অতএব, IKA a = 2. 
এখন, y! = ав ARTS যে জ্যা (৮,, yu) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত হয়, 
তাহার সমীকরণ yy, _ Зат =, ° - дал. 
y? = 4.9 অধিবৃত্তের যে জ্যা (4, 5) বিন্দুতে সমদ্বিধপ্ডিত হয়, তাহার 
সমীকরণ হইবে y.5 — 9.9.0 — 5? — 9.9.4 — 9, 
বা, 4x-5y+9=0. 
©]. 15. Find the locus of the middle points of all chords 
of the parabola у? = 4) which pass through the point (- 8, 3). 
y-4ar অধিবুত্তের কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (৮+, y.) হইলে তাহার 
সমীকরণ হইবে yy, _ 2az ys" _ Зат; ; 
s. ॥*=4%= 4.1.6 অধিবৃত্তের কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (wy, у) হইলে 
এই জ্য]-এর সমীকরণ হইবে 
Ys — 2w =y," — 925. 


m= 
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97-0 (- 2, 3) বিন্দুগামী হইলে, 
Зуу +4=у1° - 20; ; 
S. মধ্যবিন্দু (os, Y1) এর সঞ্চারপথ 
সী 3j 4-4? - 9r, বা, у®*-Зу=2(х+2); 
এই সমীকরণের দ্বিঘাত রাশি পূর্ণ বর্গ হওয়ায়, ইহা দ্বারা একটি অধিবৃত্ত 
সুচিত হইবে | 


Фе. 16. Find the equation to the diameter of the parabola 
by? =82z, which bisects all chords parallel to the straight line 
4x —5y +10=0. ў 

প্রদত্ত iga zm by? -8z 41 у? 2322 432 ; 


এস্থলে, а 
প্রদত্ত রলরেখার তল By-- 10 —0, বা, 5y=4a+10, 
বা, Y=%%+2; ©. Q, m=z; 


ы 2 
s. নির্ণের ব্যাসের সমীকরণ ‚-25-®®#-1 туе 


©]. 17. Show that the straight line 32+9у-19=0 is 
a normal to the parabola 4° = 122. Find the point where the 
straight line is normal. 


Эсет সমীকরণ y? = 12%= 4.8% ; অতএব, এস্থলে а=3. 
এখন, % এর সকল মানের 998 yme—2am—am® সরলরেখাটি 
y? = 4а0 অধিবৃত্তে (am, — Зат) বিন্দুতে ARATI অতএব, a=3 বলিয়া 
প্রদত্ত বরলরেখার্‌ সমীকরণকে y = ma _ 6m _ 3m? এর আকারে লেখা সম্ভব 
হইলে সরলরেখাটি অধিবৃত্রটির অভিলঙ্গ হইবে । 
এখন, প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণ Ba + 9y — 1970; 
বা, у= -32+4= - фон 
অতএব, ARA m = -$, এবং 
7 6m Вт? -6(-4)-3.(-4)* 
2944-30; 
প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণ হইল у= ~42-6(-3)- X- D 


* অধিবৃত্ত : ৭৩ 
প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণটিকে y = ma _ 20% — am? এর আকারে 
লেখা সম্ভব হইয়াছে বলিয়া সরলরেখাটি 
(ат?, — 2am), অর্থাৎ, (3.(-3)?, – 9.3.(— 9), 
অর্থাৎ (4, 2) বিন্দুতে অধিবৃত্তটির অভিলম্ব | 


Gq). 18. The subtangent at any point of a parabola is bisect- 
ed at the vertex. Verify this theorem in the case when the 
parabola is y?=12¢ and the tangent is 4a + 2y +3=0, being 
given that it touches the parabola at the point (&, 8). 

10. U. 1950] 


এক্ষেত্রে অধিবৃত্রটর Яа 4 ই মূলবিন্দু (0,0) এবং অধিবৃতটির অক্ষ 
oR, অর্থাৎ, /-0. মনে কর, "В T বিন্দুতে অধিবৃত্রটির অক্ষকে ছেদ 
করিয়াছে, এবং (2, 8) বিন্দু হইতে অক্ষের উপর অঙ্কিত ল্ব ү বিন্দুতে অক্ষকে 
ছেদ করিয়াছে! তাহা হইলে, TN প্রদত্ত বিন্দুটির উপ-্পর্শক। দেখাইতে 
হইবে АТ= АМ. j 

স্পর্নকের সমীকরণ 4+9/+8-0 এবং অক্ষের সমীকরণ у=0 কে 
সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে দেখা যায়, উহাদের ছেদবিন্দু TO 
ভুজ -i; 

AT এর দৈর্ঘ্য =. 
আবার, AN = lt বিন্দুটির ভুজ = 3. 
AT=AN. 


উদ. 19. 111 and V are the lengths.of the segments of any 
focal chord of the parabola у* =4az, prove that 


152-1. [0. U. B. А. ৬ B. Se, 1951] 
মনে কর, অধিবৃত্তটিতে Psp যে-কোন নাভিগামী জ্যা, এবং P S p বিন্দু 
ছয়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (at,*, 2245) এবং (825, 2965). PSP 
বলিয়া, 41,7 -1. 
এখন,  SP-atat,*, অর্থাৎ l=all+ t1"); 
এবং 19/-.০+0/2%, অর্থাৎ V =a(1 + 452). 
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1. Find the latus rectum, the co-ordinates of the focus and 
the equation of the directrix of every one of the parabolas given 
by the following equations : 


(i) y* 282; (ii) y? = – 122; (iii) 22 = 20y ; 
(iv) а®= —16y; (v) w? =-10y; (vi) 5y? = 72. 
[ б. U. 1936 ] 


. Find the position of the point (2, 4) with respect to every one 
of these parabolas, 

2. Find the equation of the parabola whose vertex is the 
origin and 

(i) whose axis is the axis of z, latus rectum is of length 2 
and concavity is turned towards the positive direction of the axis 
of x; " 
(ii) whose axis is the axis of y, latus rectum is of length 
$ and concavity is turned towards the negative direction of the 
axis of y. { - 

9. Find the equation of the parabola having the origin as its 
vertex and the focus at the point : 

(i) 4,0);  6G)(-20; ` Gü) (0.3); — Gv) (0, - 5. 

Find the equation of the direetrix in every case, 

4, Ifthe latus rectum of a parabola be of length 16, find its 
equation when its axis and the directrix are taken as the axes of 
æ and y respectively and its concavity is turned towards 

(i) the positive direction of the axis of z ; 

(ii) the negaitve direction of the axis of т, 


_ অধিবৃত্ত ; ৭৫. 


5. Ifthe latus rectum of a parabola be of length 10, find its 
equation when its locus and the axis are taken as the origin and 
the axis of z respectively and its concavity is turned towards 

(i) the positive direction of the axis of z ; 
(ii) the negative direction of the axis of v. 

Find the equation of the directrix m each case. 

6. Ifthe latus rectum of a parabola be of length 6, find its. 
equation when its focus and the axis are taken as the origin and | 
the axis of y respectively and its concavity is turned towards 

(i) the position direction of the axis of y ; 
(ii) the negative direction of the axis of y. 

Find the equation of the directrix in each case. 

7. A parabola opens out along the positive direction of the 
axis of y. Its focus is the point (0, 3) and the length of the latus 
rectum is 12. Find its equation. LO. U. 1950, Special ] 

8. The parabola y? —4pz passes through the point (9, - 9), 
find its latus rectum and co-ordinates of its focus. [O. U. 1934 ] 

9. Find the equation of the latus rectum of the parabola 
у? = 90т and find the co-ordinates of its extremities. 

10. Find the equation of the parabola, referred to its axis and 
the tangent at its vertex as the axes of œ and y respectively, 
(i) when it passes through the point (4, 8) and has its 
` concavity turned towards the positive direction of the z-axis ; 
(ii) when it passes through the point (— 2, 6) and has its 
concavity turned towards the negative direction of the x-axis. 

Find also the co-ordinates of the focus in each case, 

11. Find the equation of the parabola, referred to its axis and 
the tangent at the vertex as the axes of у and т respectively, 

() when it passes through the point (12, 9) and has its 
concavity turned towards the positive direction of the y-axis ; 
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(ii) when it passes through the point (5, —5) and has its 
concavity turned towards the negative direction of the y-axis, 
Find also the co-ordinates of the focus in each case. 
12. Find the latus rectum, the co-ordinates of the focus and 
the equation of the directrix of every one of the parabolas given 
by the following equations : 


()»*-4(0-8); > * Gü) y* +8(@@+1)=0; 
Gü) у2=92+3; (iv) y* - 42-6—0; 
(у) 27* -2y 43-0; (vi) 40°  12y - 15-0; 
(vii) y? -4z—-4y416-0; (viii) y? +82 +6y+ 95 =0. 
18. Find the vertex, the focus and the directrix of the 
parabola (у + 8)° = (z + 9). [ U. P. 1946 ] 


14, Find the vertex, the locus and the length of the latus 
rectum of the parabolas 
(a) у= 4y- 42; 
(b) y = az? ++, 
[ C. U. B. A. & B. Sc., 1912 ] 
15. Find the equation of the parabola whose focus is at the 
point (— 1, 1) and whose directrix ig the straight line zy + 1 = 0. 
[ O. U. B. A. & B, Sc., 1982 ] 
16. Find the equation of the parabola whose focus is at 
the point (—9, 8) and whose directrix is the straight line 
a-Qy+3=0, Ы 
17. (i) For what point of the parabola у? = 162, is the ordinate 
equal to four times the abscissa ? | 
(ii) А double ordinate of the parabola y? - Дат is of 
length 80 ; prove that the lines from the vertex to its two ends 
are at right angles, 


[ইঙ্গিত £ ৪৭ পৃঃ এর প্রথম চিত্র ars] | 
মনে কর, বদ্ধিত PN অধিবৃত্তকে P' বিন্দুতে ছেদ করে, তাহা হইলে 
Че ТЯ PNP'-8a. প্রমাণ করিতে হইবে যে, Z PAP = EF সমকোণ। 


এখন, PN= 4a. < PR স্থানাঙ্ক (x, y) হইলে, у= PN = 4a, 
কিন্তু у? = баг, s. (4a)? - dag, .. c — 4a অর্থাৎ AN = 4a, 


অধিবৃত্ত ৭৭ 


LPAN=45°, ` PN=AN=40. `. ZPAP’=90°, 

(7 ZP'AN= ZPAN=45° )]. 
18. Determine the co-ordinates of the focus of the parabola 
у? =2ae which E through the point of intersection of the 


straight lines 2 3* E -1 and ç + 5 -1. [ 0. 0.1948] 


19. If a+b0, find the co-ordinates of the focus of the 
parabola y? = дш which passes through the point of intersection 


of the straight lines ^ + 21 ana” + V =1, [ ©. U. 1959] 
৪1718 b; 76 


20. Find the co-ordinates of the points of intersection of 
the parabola 
(i) у° =2e and the straight line y-z-4; 
(ii) y* =a and the straight line æ- 5y +6=0 ; [C. U. 19441 
(iii) 82° = — Ay and the straight line 3s — 2y = 12 ; 
(iv) бу* = 19x and the straight line 5y  9z — 5-0. 

21. Find the latus rectum and the co-ordinates of the focus 
of the parabola 37° = 42, and determine the points in which it is 
met by the straight line 2a = 3y. [ C. U. 1935 ] 

22. Show that the straight line 

(i) у= 32+ 2 touches the parabola y? = 24% ; 
(ü) 4(y- 32) = 5 touches the parabola y? — 152 ; 
(iii) 4z - ду + 3 = 0 touches the parabola у? = 19 ; 

[ C. U. 1947 ] 
(iv) 4a(y — b) = т touches the parabola ау? = bz ; 

[ C: U. В. A. & B. 8c, 1921 J 

(v) y= mz + a) + = touches the parabola y* =40(2+а) ; 
(vi) z +m + ат = SP touches the parabola y* —4ac. 

[U. P. 1948 ] 


Find in every one of the above cases the co-ordinates 01 the 
point of contact, 
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28. For what value of a, will the straight line 87]. 


touch the parabola y? =4az ? [ C. U. 1946 ] 
24. For what value of a, will the straight line у= 22 + 3 
touch the parabola y? = 4az ? [ D. B. 1948 ] 


25. Find the length of the latus rectum of the parabola 
у" =4am, if the straight line. 
(i) y= 3z-- 1 touches it ; [ C. U. 1946, D. B. 1949 ] 
(i) 202 — ду + 1 = 0 touches it. 
26. The straight line y=ma+c cuts the parabola y? = 190 
in two coincident points and is parallel to the staight line 
5у+ 32+ 95 =0. Find m and c. [ C. U. 1949] 


27. Find the equation of the tangent to the parabola y? = 5, 
which is parallel to the straight line 20x — 4y--9- 0, and find 
* the co-ordinates of the point of contact. 
28. Find the equations of the tangent to the parabola у? = 94, 
which is perpendicular to the straight line œ + 3y 4 4 — 0. 


29. Find the equation of the tangent and the normal to the 
parabola 


(i) 0° = 4x, at the point (9, — 6) ; 
(ii) y* = — 192, at the point (— 3, 6) : 
(iii) y? — 9x, at the extremities of tho latus rectum, 
30. Find the equation of the normal to the parabola y? = 4ax 
ab the ends of the latus rectum. [ U. Р. 1952 ] 
31. A tangent to the parabola y?=bx makes an angle of 60° 
with the axis of z ; find its equation and the point of contact. 
32. Show that the straight line 4r — Ву = 45 is normal to the 
parabola 0° = 202. Find the point where the straight line is normal. 
83. Find the equations of the tangents to the parabola 
y* = 392, drawn from the point (3, 14), 


94. Find the equation of the diameter of the parabola у? = 6a, 
which bisects all chords parallel to the straight line 8y+2+5=0. 


afge 1৯ 


35. Show that the straight line 8y + 20 =0 bisects all chords 
of the parabola y? = 302, which are parallel to 9z +4y-1=0. 

36. Find the equation of the chord of the parabola y^ 7102, 
which is bisected at the point (4, — 5). 

87. Find the locus of the middle points of all chords of the- 
parabola 5у° = 167, which pass through the point (8, — 5). 

38. Prove that the locus of the middle points of the chords 
of the parabola 0° —4az, which are drawn through the vertex is | 
the parabola y? = дат. [ C. U. B. A. & B. Sc. 1946 ] 

39. Find the equation of the focal chord of the parabola 
y? = 15%, which is inclined at an angle of 45° to the positive direc- 
_ tion of the axis of z. à 

40. A tangent to the parabola y* = 82 makes an angle of 45° 
with the straight line y=3e+5. Find the equation and its point 
of contact. [C U. B. A. & B. Sc., 1946 ] 

41. Find the equation of the chord of contact of the point 
(5, 4) with respect to the parabola by? = 82. 

49. The subtangent at any point of a parabola is bisected 
at the yertex and the subnormal as any point on a parabola is 
equal to the semi-latus rectum of the parabola. Verify these two 
theorems with respect to the point ($, 5) on the parabola y? = 202. 

43. Prove that, if the co-ordinates of the vertex and the focus 
of а parabola be respectively (a, 0) and (b, 0), the equation to the 
parabola is y* = 4(b — а)(ш— а). 2 š 

44. Prove that the algebraic sum of the ordinates of the 
feet of three normals that can be drawn from any point to a 
parabola is zero. 1 

48. The normal to the parabola 05 = 4az at (ama, Yams) 
meets the curve again in (ать °, дат»). Prove that : 

m4? t mama + 9 = 0. [ C. U. B. A. & B. Se, 1946 ] 

46. A circle and a parabola intersect in four points. Prove 


that the algebraic sum of the ordinates of the four points is zero. 
[ C. U. B. A. & В. Be., 1920 ] 


=== Sess 
EL] 
( Ellipse ) 

31. бәјә | 

কনিকের উপকেন্দ্রতা (e) এক অপেক্ষা HST হইলে কনিককে BATI 
(Ellipse) বলা হয়, অৰ্থাৎ, 

কোন সমতলের উপর অবস্থিত একটি নিদ্দিষ্ট স্থির বিন্দু এবং একটি নির্দিষ্ট 
ও স্থির সরলরেখা হইতে 2 সমতলের উপর গতিশীল কোন বিন্দুর чая 
অনুপাত appe কিন্তু এক অপেক্ষা pure হইলে গতিশীল বিন্দুটির সঞ্চার- 
পথকে উপৰৃত্ত (Ellipse) বলে | 

নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে ও উপবৃত্তের নাভি (Focus, নির্দিষ্ট সরলরেখাকে 
উহার নিয়ামক (Directrix) এবং দুরত্ব্ধয়ের IF অন্ধুপাতকে Э উপবৃত্তের 
উৎকেন্দ্ৰত| (Eccentricity) বলা হয়। সাধারণতঃ নাভিকে S অক্ষর দ্বারা 
এবং উৎকেন্ত্রতাকে o অক্ষর দ্বার] VES করা হয়। 

নাভিবিন্দুগামী এবং নিয়ামকের ay সরলরেখাকে উপবৃত্তের অক্ষ (Axis) 
এবং অক্ষের সহিত Saga ছেদবিন্দুকে এ উপৰৃত্তের শীর্ষবিদ্দু (Vortex) 
বলে। 

নাভিবিন্দুগামী এবং অক্ষের লম্ব-জ্যাকে উপবৃত্তের аҹ (Latus 
rectum) বলে | Š 

3:2. Baars AAAA (Equation of an ellipse). * 

S উপবৃত্তটির নাভি এবং MM. উহার নিয়ামক। S হইতে নিয়ামকের 
উপর SZ ay টানিয়া, S এর 


M দিকে বদ্ধিত করা হইল) ইহাই 
হইল অক্ষ। 

2| д ЖАРИ 52 এর উপর এরূপ একটি 

পু - বিন্দু 4 নির্ণয় কর! যায়, অর্থাৎ 


SZ কে чта অন্তধিভক্ত কর! 
যায় যে, | 

194 ৪.4 se vis (1) 

আবার ৫ < 1 বলিয়া, বদ্ধিত Z8 এর উপর এরূপ একটি বিন্দু À 

থাকিবে যে, SA'-eA'Z + ere (3 


উপবৃত্ত ৮১ 


মনে কর, Ad! = да, এবং 0, AA’ এর IGRT | 


[4 ও 4' উভই উপবৃত্তের শীর্ষবিন্দু এবং О উপবৃত্তের কেন্দ্র (contre). ] 
(1) এবং (2) হইতে, যোগ করিয়া, а= (42 + A'Z) = 20.02; 


CZ= š EN T^ tes (8) 


` (д) হইতে (1) বিয়োগ করিয়া, S4'-SA=e(4'Z- AZ), 
বা, (05+04)-(04- 08)=e.A4', 
41, 205 = 2.94, বা1, CS=ae. E e (4) 


এখন, কেন্দ্র 0 কে মূলবিন্দু, CA'CS %-অক্ষ এবং O বিন্দু দিয়া অঙ্কিত 
ДА! এর লঙ্ব-রেখাকে %-অক্ষ ধর এবং মনে কর, উপবৃত্ের উপর" অবস্থিত 
যে-কোন বিন্দু Р এর স্থানাঙ্ক (х,у). Р বিন্দু হইতে নিয়ামকের উপর РМ 
AT এবং AA’ এর উপর PN SS টান। 

OS=ae বলিয়1, নাভি 5 এর স্থানাঙ্ক (- ae, 0). 

এখন, SP? = (6. РМ)? =(e.ZN)? 26? ZN? =e? (ON ZO) ; 


`. @tae)?+y*=0%(2+ 4)" 
. e, y =e 2+ 


বা, 2%(1- 2?) - y? = a*(1 - e°), 
বা, উভয় পক্ষকে a? (1 — e?) দ্বারা ভাগ করিয়া, 


a? 2 * L 
ai аа 5) 1 ies р © 
ইহাই উপবৃত্তের সমীকরণ এই সমীকরথে л=0 বসাইয়া দেখা যায়, 
উপবৃত্তটি ware দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে এবং তাহাদের কোটি 
tai- অতএব, এই ছেদবিন্দু দুইটি %-অক্ষের উপর মূলবিন্দু 0 এর 
বিপরীত পার্শ্বে অবস্থিত হইবে এবং О হইতে সমদৃূরবর্তী হইবে। এই দুইটি 
বিন্দুকে B ও B' দ্বার! foe করিলে, ОВ=В'О=а J1- t =b, মনে কর ; 
তাহা হইলে, BB’ 9৮ এবং boa 1-63, বা, 5 =a%(1-e7) + (6) 
(5) হইতে, উপবৃত্তের সমীকরণ হইল 


2 2 
E i-i 


৬২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


3120). ভপত্বত্তেৱ feret নাজ্তি ও fes নিজ 
SITE | ` 

[ The ellipse has got a second focus and a second directrix. ] 

С বিন্দুর যে পার্শ্বে 8 বিন্দু অবস্থিত, তাহার বিপরীত পার্থে (38 অনুচ্ছেদের 
চিত্র wea) পরাক্ষের উপর 8' বিন্দু লও, যেন CS - OS. হয় এবং বন্ধিত 
ZA! এর উপর Z' বিন্দু লও, যেন OZ = 0" হয় এবং ZM সরলরেখা ZZ ^e 
উপর та টান। IRS МР, Z'M' এর উপর М' বিন্দুতে я হইল | 


এখন OS’ =CS=ae ; .'. S' এর স্থানান্ক (ae, 0); এবং 02'= 07 = s: 


WY, 3'2 এর সমীকরণ (5) হইতে, 
(198) + y* = (1—6), 
বা, m?ta ety = 6929 + 52, 
বা, (z ae)? +y? = ০09 — Qaer + a? 
2 2 
“(етей 
4, S'P*-o*PM^, ` 
বা, S'P=¿PwW', 
S'P 
РМ" 
অতএব, দেখা গেল, S' বিন্দু হইতে উপবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দু 
P এর দূরত্ব এবং 2 М রেখা হইতে & Р বিন্দুর দূরত্বের অনুপাত, Braces 
উৎকেন্ত্রতা ৫ এর সমান। স্কতরাং 9’ বিন্দুকে নাভি এবং ZU রেখাকে 
নিয়ামক ধরিলেও একই উপবৃত্ত পাওয়া যাইবে ; অর্থাৎ উপবৃত্বের একটি দ্বিতীয় 
নাভি এবং দ্বিতীয় নিয়ামক থাকে | 


অনুসিদ্ধান্ত 1. শীৰ্ষবিন্দু л র স্থানাঙ্ক (- ৪, 0), A’ এর স্থানান্ক (а, 0); 
. নাভি 5 এর BATS (— ae, 0) এবং নাভি 5/ এর স্থানাঙ্ক (ae, 0). 


অনুসিদ্ধান্ত 2. лл ст বলা হয় উপবৃত্তের পরাক্ষ (Major Axis) 
এবং BB কে বলা! হয় উহার BATE (Minor Axis). 


স্প্টই, পরাক্ষের দৈর্ঘ্য за এবং BATEA দৈর্ঘ্য = 2b. 


বা, 


К ৮৩ 
অনুসিদ্ধান্ত 3. (6)-এ দেখা গিয়াছে 0° -a*(1 -9)৭, 
বা, aĉe’ =0 boe .'. ০৮৪ ৮, অর্থাৎ, "E 


অনুসিদ্ধীন্ত 4. নিয়ামকের সমীকরণ £ x=- š, বা, x+ = =0. 


নাভিলদ্বের সমীকরণ £ х= -ae, বা, x+ae=0. 
অনুসিদ্ধান্ত 5. (3) হইতে, CA=a=e.CZ ; 
(4) হইতে, CS=e.a=e.CA ; 
(9) ও (4) গুণ করিয়া, CS.CZ =a? =CA? (উভয় পক্ষ হইতে সাধারণ 
গুণনীয়ক е অপদারিত করিয়া)।, | 
অন্ুসিদ্ধাত্ত 6. উপবৃত্তের সমীকরণ হইতে দেখা যায়, 


y? 22 а –т° _ (a + z)(a —m) 
DT E Siy a 49 4 
а, PN? _(40+0N\04'- ON) _ AN.NA' ; 
"s Bot AQ? FEN 
ZEN: НС, 
AN.NA' AC# 


33. লাভ্ভিলল্স secs Aasa UH safes 
c=-c=st= ferret Gaeacaa সমষ্টি পরাহ্ক্ষের ANA) 


[ The sum of the focal | 
distances of any point ow 
an ellipse is equal to the 
major axis. ] 

উপবৃত্তের উপর অবস্থিত 
যে-কোন বিন্দু р. ইহার 
স্থানাঙ্ক (z, 1). 


SP=e.PM, 435 S'P-o.PM' ; 
SP*S'P-(PM* PM) =e. MM -e.ZZ 


= 2.202 =0.2° = 2a *[2199 | 


৮৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
বিশেষ দ্রষ্টব্য । aS ses Gees Сеа 
অবস্থিত যে-কোন =т= vz=ss | 
SP =e.PM=e.NZ =e(0Z + CN) 
= (৫ +2) =a+ ex; 
S'P=e.PM’ =e. NZ’ = (0Z'— CN) 
i (: 
EC + -2)-a- ex. 
অনুসিদ্ধান্ত । উপাক্ষের অস্তধিন্দু p এর স্থানাঙ্ক (0, b) বলিয়া, 


SB=a+e.0=a; SB-a-e0-a, 
এবং SB+S'B=a+a=2a, 


3.4. Sracwa aifercea cess | 
নাভিগামী এবং পরাক্ষের লশ্ব LSD জ্যা উপবৃত্তের নাভিলঙ্ব | 


এখন L বিন্দুর SF 05= - ae. 
57;নাভি S হইতে 7; এর দুরত্ব 


=a+e(— а)=а- ae? 


а b 
=all-e)=0 


2 
T; বিন্দুর FTS -ae বলিয়া, з=; হইবে ; উপবৃত্তটি পরাক্ষে প্রতিসম 
বলিয়াও বল] চলে যে, ৪০-৪০/-% 
2 
নাভিলম্ব DL’ = SL + SL'= asp- 
2 2 J 
দ্রষ্টব্য 1. উপবৃত্ত E + ia = 1 সম্বন্ধীয় ূর্বপ্রাপ্ত বিভিন্ন অতি প্রয়োজনীয় 


ফলসমূহ নিয়ে একসঙ্গে লিপিবদ্ধ কবা হইল.। ইহাদিগ্‌কে মনে রাখিতে 
হইবে। 

(i) পরাক্ষ АА'=94; (i) উপাক্ষ BR’ = 95 ; 

Gü) 04=04'=а; (iv) OB=0B'=b; 


উপবৃত্ত ৮৫ 
(5) 08=08'=ае; i (vi) CZ=07'= $; 


(vii) S নাভিগামী নাভিলম্ব LSL =s নাভিগামী নাভিলঙ্ব- 277; 
(viii) উপবৃতের উপর অবস্থিত কোন বিন্দু Р (z, y) হইলে, SP= -a*em, 
S'P-a- ex; 
(ix) SP+S'P 2৫ 
(к) SB=S'B=a; (^. SB*S'B-3a ). 
(xi) 4 ও 4 শীৰ্ষবিন্দুদ্ধয়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (— a, 0), (a, 0); 
Z ও Z fers স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (- 2, д), (৫0); 
8 ও 8' নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (— ае, 0), (ae, 0) ; 
Bs p উপাক্ষের অত্তবিনদুদযের স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (0, b), (0, -2); 
(xii) 5* -a*(1—2?) ; = A - Es 
(xiii) পরাক্ষের সমীকরণ š 3*9: 
উপাক্ষের সমীকরণ £ 2-0; " 
নিয়ামকছয়ের সমীকরণ £ ¿= - 5 2= ©; 


e 
নাভিলম্বদ্য়ের সমীকরণ £ ৫ = - ae, а = ae. 
দ্রষ্টব্য 2. ৮০-৫৭৫-০০) এবং 0 < <1; অতএব, b < a, 
বা, b < a, অর্থাৎ উপাক্ষার্ধ < পরাক্ষারদ্ধ ; আর, 
মনে রাখিতে হইবে £ (i) নাভিদ্বয় পরাক্ষের উপর অবস্থিত; 
(i) নিয়ামকদ্বয় উপাক্ষের সমান্তরাল ; এবং 
লক্ষ্য করিতে হইবে, পরাক্ষ ৮-অক্ষ বরাবর না হইয়া, %-অক্ষ বরাবর, কিন্ত 
মূলবিন্দু AK কেন্দ্রে অবস্থিত এবং পরাঙ্মার্ধ ও 871119 যথাক্রমে R 
a ও b হইলে, উপৰৃত্তটির pus ; 
с 
уз +9 J; 
তখন, নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক os (0, ae) এবং (0, — ае), এবং নিয়ামক- 


ЧОН সমীকরণ হইবে y= + ‘> 


XI—E. M. 26 


৮৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


উদ্বাহরণ 1. Find the lengths of the axes, the length of the 
latus rectum, eccentricity, the co-ordinates of the foci and the 
equations of the directrices of the ellipses 
(i) 32° + 4y* —48 ; [ C. U. 1941, Gauhati 1949 ] 
(ii) 952° + 16y? = 400. 


(i) উভয় পক্ষকে 48 দ্বারা ভাগ করিলে, সমীকরণটি sq eril 


সমীকরণটির আকার হইতে সিদ্ধান্ত কর! যায়, এস্থলে, মূলবিন্দু еба 
কেন্দ্রে অবস্থিত, a? = 16, Ь° = 12, এবং উপবৃত্তটির পরাক্ষ ও উপাক্ষ যথাক্রমে 
ат ও um বরাবর | 

পরাক্ষ = 94 = 2 /16=29.4=8 ; 

উপাক্ষ = 20 —2 /I2=2.2 /3—4 J8 ; 


2 
afam = = 218g, 


Secrest oc 4/18 T. -A 5 


নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক £ ( — ae, 0) এবং (ae, 0), 
অর্থাৎ, (-4., 0), (4.3, 0), অর্থাৎ, (-2, 0), (2, 0) ; 
নিয়ামকছয়ের সমীকরণ £ т=- = = -8, অর্থাৎ, x+8=0, 


এবং g= a =8, অর্থাৎ, x-8=0. 


(i) উভয় পক্ষকে 400 দ্বারা ভাগ করিয়া, Z 36 


সমীকরণটির আকার হইতে সিদ্ধান্ত কর! যায়, 

(1) মূলবিন্দু উপবৃত্তটির কেন্দ্রে অবস্থিত ; 

(2) a? =95 এবং &*= 16 ; 
এবং (3) উপবৃত্রটির পরাক্ষ /-অক্ষ বরাবর এবং উপাক্ষ ॥-অক্ষ বরাবর | 
n  পরাক্ষ =2a= /25=2.5=10; 

উপাক্ষ = 2b = 2 /16=2.4=8; 


উপবৃত্ত i ৮৭ 
2° 916 392 
BU ES E -62; 
» Be 16. "f9 28. 
heu NEE Мата 25- উঃ 
নাভিঘয় -অক্ষের উপর অবস্থিত বলিয়া, উহাদের স্থানাঙ্ক : 
(0, ae), (0, — ae), অর্থাৎ 


(0, 5.2), (0, _5.8), অর্থাৎ (0, 3) এবং (0, – 8); 
নিয়ামকদ্বয় £-অক্ষের সমান্তরাল বলিয়া, উহাদের সমীকরণ 


উদ. 2. Find the equation of the ellipse referred to its axes 

as the axes of z and y respectively, which passes through the 

points (—3, 1) and (2, —2) Find also the length of its latus 
rectum, the eccentricty and the co-ordinates of its foci. 

LO. U. 1955 ] 


মনে কর, উপবৃত্তটির সমীকরণ © mt! F oh 


উপবৃভটি (— 3, 1) এবং (2, — 9) বিন্দুগামী বলিয়া, 
= 71, 


এবং oaths 


2 হালি 
এবং ba 


সমীকরণছয় সমাধান করিয়া, a = 


নির্ণেয় সমীকরণ 2 =1, 


a +в 


sz + 2 = 
বা m 14 3x?-5y?-32. 


AEE NS 2. 5 83 - 8258. 
Bueno ০ 1-9 1-2- a1- 3- P 


৮৮ ) স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
নাভির স্থানাঙ্ক £ (жае, 0), অর্থাৎ, (+ VEE. VF, 0), 
8/15 
অর্থাৎ (295, 0). 


и]. 8. An ellipse whose axes lie along the co-ordinate axes 
is of eccentricity # and passes through the point (42, 4/5). 


Determine its, equation. [ C. U. 1949] 
মনে কর, Urges সমীকরণ 5, + 25 -1. (1) 
উপৰৃত্তটি (A9, ./5) বিন্দুগামী বলিয়া, 100 tác + (2) 
আবার, 6? =a? (1-e*)=a? (1-38) = ca? ++ (8) 


(2) এবং (3) সমাধান করিয়!, a? = 25, 0? =9. 
a? এবং b° এর মান (1)-এ বসাইয়া, উপবৃত্তের সমীকরণ হইল 


উদ, 4. Find the equation of the ellipse whose axes are the 


axes of co-ordinates and whose eccentricity i and latus 


rectum 8. 
মনে কর, উপৰৃত্তটির সমীকরণ ©; + =1 i 
প্রদত্ত শর্ভাম্সারে, | 
Ah -5 - 3 এ ier) 
এবং 2b" 2, «t b’ — 4a, -= (8) 


(2) এবং (8) হইতে, $a? = 4a, বা, а? - 6270, বা, a(a+5)=0 ; 
feg@a=0; 2. ৫=5 এবং 05-44-20; 


2 2 
(1) হইতে, ztl 


উপবৃত্ত ৮১ 


Ge. 5. An ellipse whose axes lie along the co-ordinate axes 
is of eccentricity ¥ and has its foci at the point (+ 9, 0). 


মনে কর, উপবৃত্তটির সমীকরণ 25+; =1, "E 


এস্থলে, নাভির স্থানাঙ্ক (+ ae, 0), এবং b* =a? (1— 6?) ; 
প্রদত্ত «8157101, ae = 2, অর্থাৎ, 3a—9, বা, a=4; 
এবং 5? =16(1 — 1) =16 x 1-129. 


г. 0 হইতে, frf সমীকরণ Bal ci 


উদ, 6. An ellipse whose axes lie along the co-ordinate axes 
is of latus rectum 16 and has its minor axis equal to the distance 
between the foci. Find its equation. 


মনে কর, উপবৃত্তটির সমীকরণ 71, =1 A .. (1) 


প্রদত্ত শর্তান্গসারে, 2b" = 16, বা, 92786. = - (9) 
এবং Qae 9b, বা, afe? = = a*(1 — e?) =а% — ant, 
বা, 209৫৭ =а° ; কিন্তু 0 £0; J. 295 =1, 
S2 УЙ Pat S. 
বা) e*—-$5 -—. 6 J 
(2) হইতে, ৪৫৮ 2 a*(1— e?) -a*(1- 3) = o^, 
বা, a(8—4a)=0; কিন্তু ৫ 40; .'. 2৫৪, বা, ০16. + (3) 
(2) হইতে, b? = 8a = 8.16 = 128. © (4) 
(1) 4(3) এবং (4) হইতে a? ও b? এর মান বসাইয়া, 


D fae Е 
fara সমীকরণ 256 +795 T 


বা, x2+2y2=250. 
Bal. 7. For what value of p does the ellipse pz* t 4y^ 71 


pass through the points (+ 1, 0). Find the lengths of its two axes. 
[ C. U. 1935 ] 


Re 


(2, 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
উপবৃত্তটি (+ 1, 0) বিন্দুদ্বয়গামী বলিয়া, 
р(1)#+40=1 এবং %.(- 1) +4.0-1) 

উভয় সমীকরণ হইতেই, p-1. 
অতএব, সমীকরণটি হইল 22442-1, 

বা, m += J. 

a=1 এবং b= J/i-1. 

AWN -9৮-%, এবং উপাক্ষ = 90 = 9.4 = 1, 


উদ, 8. Find the equation of the ellipse whose focus is 
~ 1), directrix æ + 2y +3 =0 and eccentricity §. 


মনে কর, উপবৃত্তটির উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৮, y). 
এখন, নাভি হইতে нт দুরত্ব -০* নিয়ামক হইতে বিন্দুটির দূরত্ব, 


5 wt Qy +3 _ Š wt Quy +3 
—9)2 ы. 
বা, N (a= 2)* - 2) t 6 Jiic28 ^ se 


বা, উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া, (z — reper Bieter, 


বা, 86(%* +y? – 4c 2y +5) = 5(0° + 4y? + 4шу + 6% 12y +9), 
বা, 31х2+16у2 - 20xy -174x+12y+135=0; 


ইহাই facta সমীকরণ 1 


Bri. 9. Find the centre, eccentricity, foci and directrices of 


the ellipses 


(i) 42* + 9? —24c =0 ; 
(ii) 162° + 95y* – 64z — 150y = 111. 


(i) উপবৃত্তটির সমীকরণ 42° +99* — 947 — 0, 
বা, (Qa — 6)? + 9)? = 36, 
বা, 4(c — 8)* + 9y* =36, 


(28 Ти 
এ 


(1) পরাক্ষ y — 0 রেখা বরাবর হইবে, এবং উপাক্ষ m- 3 = 0 রেখা বরাবর 


হইবে; এই ছুই রেখার ছেদবিন্দু কেন্দ্র ; 


সমাধান করিয়া কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (3, 0). 


উপবৃত্ত БЕ 

(9) «mca, а =9 এবং b7=4; 

: DG GES my iat LA 

s. উৎকেন্দ্রতা e = 1-E- i: 3" 5 

(8) নাভিঘয় পরাক্ষ, অর্থাৎ, এস্থলে, у=0 রেখার উপর এবং сты 
(3, 0) এর উভয় পার্শ্বে অবস্থিত এবং কেন্দ্র হইতে উহাদের দুরত্ব ae, অর্থাৎ, 
35, অর্থাৎ, J5; অতএব, নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক হইবে (8- ১/5, 0) এবং 
(3+ 4/5, 0). 

(4) নিয়ামকঘয় উপাক্ষের সমান্তরাল; অতএব, উহার ৪-3-0 রেখা 
এবং সেইজন্য к=0 রেখার সমান্তরাল । আবার উহার! কেন্দ্রের দুইপার্খে 
অবস্থিত এবং cvm হইতে উহাদের দূরত্ব co অর্থাৎ, TR অর্থাৎ, NU 
অতএব, নিয়ামকছয়ের সমীকরণ হইবে 


x=3- 5 এবং x=8+ ৰ 

(ii) উপৰৃত্তটির সমীকরণ 16 (0° — 42) +25 (y? + бу) = 111, 

বা, 19(z— 2)? + 95 (y — 8)? 111 + 64 + 225 = 400, 

বা, (za Lon, 

(1) পরাক্ষ у-8=0 রেখা বরাবর হইবে, এবং উপাক্ষ 2-270 রেখা 
বরাবর হইবে; এই ছুই রেখার ছেদবিন্দু কেন্দ্র; অতএব, সমাধান করিয়া 
কেন্দ্রের স্থানাঙ্ক (2, 8). 

(2) SEA, a? = 95 এবং b°=16 ; 

PE i 

(8) নাভিছয় পরাক্ষ, অর্থাৎ এস্থলে, y=3 রেখার উপর এবং কেন্দ্র (2, 8) 
এর উভয় পার্শ্বে অবস্থিত, এবং стн হইতে উহাদের দুরত্ব oe, অর্থাৎ, 5.4, 
অর্থাৎ 3; অতএব, নাভিঘয়ের কোটি হইবে ৪ এবং ভুজ হইবে 2-8, অর্থাৎ 
-1, এবং 9 +8, অর্থাৎ 5 ; 

s নাভিছয়ের স্থানাঙ্ক (— 1, 9), (5, 3). 


৯২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি . 


(4) নিয়ামকদয় উপাক্ষের সমান্তরাল ; অতএব, উহারা z 2-0, অর্থাৎ, 
%=2 রেখার সমান্তরাল আবার, উহার! উপাক্ষের দুইপার্শ্বে অবস্থিত এবং 
উপাক্ষ হইতে উহাদের দূরত্ব কেন্দ্র হইতে উহাদের দূরত্বের সমান এবং এই দূরত্ব 
5 _05, 

35 3 
^ নিয়ামকঘয়ের সমীকরণ 2 _ ৮. 19 অর্থাৎ, 8x+19=0, 
এবং ৮০-97-45৬5 অৰ্থাৎ, 3x-31=0, 


১1522 
৪ 


ерт 4 


1. Find the lengths of the axes, the eccentricity, the length 
of the latus rectum, the co-ordinates of the centre, the co- 
ordinates of the foci and the equations of the directrices of tho 
ellipse given by every one of the following equations : 


() ELEM го. 0.1986] (i) 2 +7" 


100 +361; 
(ii) 92° +95у° =995; [0. U. 1944 ] 
(iv) 2° +2y°=2; [0. U. 1947 ] 
(у) 222 + 3у%=1; [ U. P. 1952] 
(vi) 9x? + 4y? =36 ; (vii) 827 +9у2=8; 
(viii) 8a? + 4y?-947=0 ; (ix) 22* + 8y? - 4g 4 ; 


(x) 9z° + 25y? — 795+ 100y = 656. 


2. Find the distance between a focus and the corresponding 
2 


2১4৫৯, 
64 tog 1. 
8. Find the focal distances of the point (#, 3 /2) of the ellipse 
2* ay. 
95 * 9471 
4. Determine, with reference to the axes of an ellipse, its’ 


equation, given that 3 and 2 are respectively its major and minor 
axis. 


directrix of the ellipse 


উপবৃত্ত ৯৩ ` 


5. Determine the equation of the ellipse whose axes lie along 
the co-ordinate axes and which passes through the points 
G) (5, 0) and (0,4); (ii) (2, 2) and (8,1); [C. U. 1939 ] 


ЭР Š: D 3 zi 
(iii) (2. J3) and (2x8, E 4 
(iv) (4, /91) and (4 /3, ১7), 

6. For what value of a does tho ellipse 9а? + 5y* =9 pass 
through the point (+ /5, 0)? Find the eccentricity of the 
ellipse. 

7. Find the equation of the ellipse which meets the straight 


lime 7 + Ë =1 on the axis of z and the straight line ater 
on the axis of y and. whose axes lie along the axes of co-ordinates. 
Determine the eccentricity and the pon: of the foci of the 
ellipse. [ C. U. 1938 ] 

8. Find the equation of the ellipse (referred to its axes as 
the axes of z and y respectively) which passes through the point 


(— 3, 1) and has the ma . [ 0. U. 1948] 


9. The ellipse a tk pl passes through the point of inter- 


section of the NUN lines 72 + 13y - 87 0 and 5a-8y+7=0 
and its latus rectum is 4/2; find a and b. [ 0. U. 1949 ] 

10. The distance between the focus and the directrix of an 
ellipsé is 16 inches and its eccentricity is $. Obtain the lengths 
of the principal axes. [ 0. U. 1948 J 

11. Find the eccentricity of the ellipse whose latus rectum is 
4 inches and the distance of the vertex from the nearest focus 


1'5 inches. [0. U. 1944 ] 
i2. Find the eccentricity of an ellipse, if its latus rectum 

be equal to 
(a) half of its major axis ; [ C. U. 1948 ] 


(b) half of its minor axis. 


৯৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


13. Find the equation of the ellipse whose axes lio along the 
axes of co-ordinates and : 
() whose major axis is 10 and eccentricity #; 
(ü) whose latus rectum is 5 and eccentricity $ ; 
[ C. U. B. A. & B. Sc., 1940 ] 
(iii) whose eccentricity is $ and co-ordinates of foci (+1, 0). 
14. The foci of an ellipse are at the points (0, 1) and (0, — 1) 
and the minor axis is of unit length. Find the equation of the 
ellipse, [ C. U. 1951] 
15. Find the equation of the ellipse 
(i) whose focus is (-1, 1), eccentricity $ and directrix is 
w-y+3=0; [O. U. B. A. & В. Sc., 1945 ] 


(ü) whose focus is (8, 3), eccentricity Же and directrix 
A13 
$—y-18-20. 


16. Inan ellipse, CS.0X- 045, where О is the centre, S is 
а focus, A is the corresponding vertex and X is the point where 
the line CS meets the corresponding directrix of the ellipse. 
Verify this theorem when the ellipse is z* + 2y* 29. 


[ C. U. 1950 ] 
2 2 
3'5. ইহ + =1 উপন্বত্ত এবং y=mx+o Rara TE 


cer এবং সবললেখাডিত্ Seares স্পর্শ 
= === শৰ্ত | 


2 2 
[ Points of intersection of the ellipse aitim] and the 


straight line y=ma+e and the condition that the straight line 
may be а tangent to the ellipse, ] 


প্রদত্ত. উপবৃত্ত এবং সরলরেখার ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক উভয় সমীকরণকেই 
যুগপৎ সিদ্ধ করে বলিয়া, 


a+ 4-1 wee te (1) 
এবং y-7mztc — tee (2) 


` উপবৃত্ত ১৫ 
-o সমীকরণ ছুইটিকে সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিয়া ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
নির্ণয় করা যাইবে 1 | 
(9) হইতে y এর মান (1)-এ বসাইলে, * 
s б=т” „|, 
বা, b'z*-Fa*(mc tc)? = ৫৯০৭, 
বা, (a2?m2 + b2)z? +-2987)0%40502 —a?b? =0. + (8) 
(8) একটি feats সমীকরণ; ইহাকে সমাধান করিলে, z এর দুইটি মান 
পাওয়া যায় বলিয়া, সরলরেখা উপবৃত্তটিকে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিবে। 
z এর এ মান দুইটি (2)-এ x এর পরিবর্তে বসাইলে у এর RRA মান দুইটি 
পাওয়া যাইবে । тч একটি মান এবং y এর BRAT মান উপবৃত্ত ও 
সরলরেখার একটি ছেদবিন্দুর স্থানাঙ্ক; আর % এর অন্য মানটি এবং y এর 
অনুরূপ মান উহাদের অপর ছেদ বিন্দুর Ary 1 
সমীকরণ (3) এর Perey, যথাক্রমে বাস্তব এবং ভিন্ন, বাস্তব এবং অভিন্ন 
অথবা অবাস্তব হইবে, 


> 
aft 4a*m?c? = 4(a*m? +b?) (৫০৪ —a?b?) হয়, 
< 
> 
অর্থাৎ, যদি 6520৭ = ат?" — a*m?b? + a*b?c? —a°b* হয়, 
> 
অর্থাৎ, যদি a*m?5? --a*b* ৫৮৭০৪ হয়, 


অর্থাৎ, যদি atm +b? 


ат? +b? £3 1 


Мал AIVA 
A 


অৰ্থাৎ, যদি c? 


2 2 
অতএব, y = me +o সরলরেখাটি 2 +n উপবৃত্তটিকে পরস্পর মিলিত 


в? 


দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে, যদি ০*=9"%* +b? হয়, 


эз স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


অর্থাৎ যদি a= + Jam +a; . 
y=ma +c সরলরেখাটির উপবৃত্তটির স্পর্শক হইবার শর্ত 
e= + Ja%m?+b2. 
অনুসিদ্ধান্ত। উপরের ফল হইতে দেখা যায়, m এর সকল মানের জন্যই 
y=mx+ Ja2m2+b2 


2 2 
ait ka =1 উপৰৃত্তটির স্পর্শক | 


36 সুর +E; =1 Barea с=-с=вї বিন্দু (x, у) 
јава ARISES | | 


[ Equation of the tangent at amy point (z,, ул) of the ellipse 
a+ ГА =1.] 

উপবৃত্তটির উপর অবস্থিত প্রদত্ত বিন্দু (m. у) এর অতি নিকটবর্তী এবং 
ও উপৰৃত্তের উপরই অপর একটি বিন্দু (৫5, yo) TS | 

(z, у) এবং (wo, vo) বিন্দুগামী সরলরেখার সমীকরণ 


рта Кшз Г, ЖЫРА v Ws 
28 (- 24). (1) 


এখন, (e у) এবং (2৪, yo) উভয়ই প্রদত্ত উপবৃত্তটির উপর অবস্থিত 
বলিয়া, 


2 2 
"a Е ғ =] ডি — (2) 
m 2 y 2 রশ 
dd c P p " (3) 
т 


- — + сы" =0 [ (9) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া ] 


বা, (vs 03002 ty), e- Talt, +@ 3). 
b а^ 
Уз— নিশা 
21—95 а? у * ya 


উপবৃত্ত FII 
(1) হইতে, (rg, y) এবং (৫০, 99) RANT সমীকরণ হইল 


গনিত 
UU = тү гү, ТОО -= (4) 


অতএব, (44 = এবং у= уа THEM, (m, vi) বিন্দুতে 
স্পর্শেকর সমীকরণ হইল 


বা, ые icones tih 
2 2 
বা, ELEME on E RTI [ (2) হইতে] 


facta সমীকরণ Bg + 1, 


а? 


Tgi বৃত্তের সমীকরণের ন্যায় এস্থলেও উপবৃত্তের সমীকরণে, 


a? এর স্থলে ory এবং %* এর স্থলে yy, লিবিয়া স্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া 
গিয়াছে। 


দ্রষ্টব্য 2. у=тт+ Jam FO সরলরেখাটি A + =1 উপবৃত্তের : 
(z ул) বিন্দুতে স্পর্শক হইলে, 


q—ma 5/257/57ট8, অর্থাৎ, mz—y* мат? +0 =0 


এবং P + Ша — 170 সমীকরণদ্বয দ্বারা একই সরলরেখা সুচিত হইবে। 


Ur cups к Me 
a'm -b° a*m*tb 
2 2 
—a*m 


9.7 imi pA এবং iT yi EE 
অতএব, yo ma „Јата +bš স্পর্শকটির স্পর্শবিনদু হইল 


( -a’m 2 ) 
+ VAfa?m?-Fb?  a*m?--b? 


১৮ — জ্যামিতি 


37. $40 =1 ভপন্বত্তের c=-c==t= বিন্দু (ху, у) 
শভিিল্লেল FASS | 
[ Equation of the normal at amy point (a, уу) of the ellipse 
s + v = 
(cx, у) বিন্দুগামী যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
у— =m(z— 2). x6 ш 


সরলরেখাটি উপবৃত্তটির (wa y.) বিন্দুতে MR afsat হইলে, 
উহা (z,, y.) বিন্দুতে উপবৃত্তের স্পর্শকের ay হইবে | এই ম্পর্শকের সমীকরণ 


2 
e + Ws e, বা, yn Emu P ০5 


(1) এবং (2) হইতে, mx ( - bs) =-1, 


2 
б; 
বা, m Bn, 


(1)-9 m এর এই মান বসাইয়া অভিলম্বের সমীকরণ হইল 
у-и, caa (=r), 
বা xi(y- ya) yix x), বা, KZX: EOYs, 
» a? b? 3 хі уз 
а? b 
3'8. নিদ্দিষ্ট বহিঃস্থ বিন্দু ==c= Umso অঙ্কিত 
স্পৰ্শকসসুহ্েেত্ AL] | 


[ Number of tangents that'can be drawn from a given external 
point to an ellipse. ] 


মনে কর, নির্দিষ্ট বিন্দু (с, y) এবং উপবৃত্ত © EDS len 


এ উপবৃত্বের যে-কোন স্পর্শকের সমীকরণ 
Y= 7503 Nam? +b? Tee aes (1) 
(ча + অথবা - চিহ্নের যে-কোন 
একটি গ্রহণ করিতে হইবে | ) 


wage ৯৯ 
এই = (z, vx) বিন্দুগামী হইলে, 


yi7 mz, + Хат? +0, 
বা, (у – moi)? = ০4775 +52, 
বা, — (z,*—-a?)m? -9z,y,m-*y,? -b* —-0 ** (9) 
সমীকরণ (9) m এর দ্বিঘাত সমীকরণ বলিয়া, ইহাকে সমাধান করিলে 

т এর দুইটি মান পাওয়! যায়; অতএব, (х,у) বিন্দু হইতে উপবৃত্রটিতে 
দুইটি স্পর্শক টানা যায়। সমীকরণ (1)-এ + অথবা — feces যে-কোন 
একটি গ্রহণ করিয়া সমীকরণটিতে (2) হইতে প্রাপ্ত % এর দুইটি মান বসাইলে 
(ху, ул) বিন্দু হইতে অঙ্কিত ম্পর্শক দুইটির সমীকরণ পাওয়া যাইবে 1 


3:9. - +G-1 Sase ӘЗ পরস্পর ma 
AME cars সাল | 


[ Locus of the point of intersection of two perpendicular tangents 
to an ellipse. ] 


মনে কর, দুইটি পরস্পর ay স্পর্শকের ছেদবিন্দু (h, 7). এখন Әб 
যে-কোন স্পর্শকের সমীকরণ y=mz+ Јат + 05. ax Seb 
এই স্পর্শক (h, k) RANT হইলে, 
k=mh+ Jam? +63, 
বা, — (k— mh)? -a?m? +, 
Yl,  (h*—a?)m? — Qkhm * (k? — 5?) 20. © (2) 
এই দ্বিঘাত সমীকরণ হইতে প্রাপ্ত % এর দুইটি মান (1)-এ বসাইলে 
(h, %) বিনুগামী দুইটি ম্পর্শক পাওয়া যাইবে | 
কিন্তু স্পর্শকছয় পরস্পর 2ч ; অতএব, (2) হইতে প্রাপ্ত m এর মান দুইটির 
গুণফল-- -1; 
TEM 
Гера 
বা, h° d 
*. পরস্পর эч স্পর্শকছয়ের ছেদবিন্দু Ui, 1) এর সঞ্চারপথ 
2৪402702409. 


= -1, বা, ০০-০৭-৮751 05, 


১০০ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


সঞ্চারপথের সমীকরণ হইতে স্পষ্টই বুঝা যাইতেছে সঞ্চারপথটি মূলবিন্দুতে 
অর্থাৎ উপবৃত্তটির কেন্দ্রে কেন্দ্র এবং Va? 452, অর্থাৎ AD ব্যাসার্ধ-বিশিষ্ট 
একটি বৃত্ত 1 

এই quce এ উপবৃত্তের নিয়ামক বৃত্ত (Director circle) বলা! হয়। 

310. +591 উপরত্ততের fecu আলি (ху, y) 


বিন্দু Secs ভপন্বত্ডে অহ্িভ স্পর্শক-সুপ্মেেজ স্পমস্প 
fazed ভক্যা-এক্স সমীক্ৰত্ৰণ। 


[Equation of the chord of contact of tangents drawn to the 
2 2 
ellipse та +! =1 from an external point (т, ул). 1 
মনে কর, (ту, ул) বিন্দু হইতে উপবৃত্তটিতে অঙ্কিত স্পর্শকদয়ের স্পর্শবিন্দ 


(za уз) এবং (৫৪, уз). স্পষ্টই এই ছুই বিন্দু উপবৃত্টির উপর অবস্থিত এবং 
এই দুই বিন্দুতে BFS স্পর্শক (৫, y.) বিন্দুগামী | 


এখন, (ro, Va) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ a + =1; 
এই স্পর্শক (z, 9), RND বলিয়া, Paget aang a (৫) 


(1) হইতে স্পষ্ট যে, (৮9, va) qa 72 А = সরলরেখার উপর 
অবস্থিত। ws (2) 

আবার; (ws, vs) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের সমীকরণ ae + Vie =1; 

এই স্পর্শক (ту, уз) ferri বলিয়া, 209 + Mom us (8) 


(3) হইতে TÈ যে, (es, y.) বিন্দুটি CS + а =] মরলরেখার উপর 


অবস্থিত। dee (4) 
(9) এবং (4) হইতে দেখা যাইতেছে (wa, Ya) এবং (ee, vy) স্পর্শবিন্দু- 


чат উভয়ই Hh + 55 =1 সরলরেখার উপর অবস্থিত) অতএব, (z,, y.) 
বিন্দু হইতে অঙ্কিত স্পর্শক-যুগোর স্পর্শবিন্দুগামী জ্যা-এর সমীকরণ 
caa 


tage ১০১ 


311. Stars একদল সমান্তরাল ses 
Rasa Graces Facial e Sriacsa কেন্দ্ৰগামী 
একটি aama] 

[ Lhe locus of the middle points of a system of parallel chords 
of an ellipse is a straight line passing through the centre. ] 


মনে কর, উপবৃত্তটির সমীকরণ s + 5 zu © (1) 
এখন, জ্যা-গুলি সমান্তরাল বলিয়া, ৪-অক্ষে উহাদের নতি একই; সেইজন্য 
উহাদের প্রবণতা % ও সকল জ্যা-এর ক্ষেত্রে একই। অতএব, সমান্তরাল 
জ্যা-গুলির যে-কোন একটির সমীকরণ ধর] যায় y- medo: (9) 
দলের সকল জ্যা-এর ক্ষেত্রে এই m একই, কিন্তু c বিভিন্ন | 
জ্যা-টি উপবৃত্তটিকে (ey) এবং (we, vo) RATA ছেদ করিলে, 
(2) হইতে y এর মান (1)-এ বসাইয়া, উক্ত сви аса ভুজ-নির্ণায়ক 
(та ^E с)? =] 
ГЫ 
বা, (a°m? + b*)z? + 2a? mew +a (o? — b2)= 0 © (8) 


‚ দ্বিঘাত সমীকরণটি পাওয়! যায় 1 
এখন, (h, 7) জ্যা-টির মধ্যবিন্দু হইলে, je fis w+ 404) 


2 
2 
Zit 
P , 


এবং এই RA у= ma +e সরলরেখার উপর অবস্থিত বলিয়া, k= mh + c, 
a, c=k—mh * (5) 


এখন, (3) হইতে, Z +z, =- 29.10. ; 


বা, om Mam Eh. - (8 


_ Ма?т? + b°), 
a*m 


বা, a*mk — a*m*h = —a*m?h _ bh, 


(5) এবং (6) হইতে, k— mh 


Ss ee e: 


XI—E.M. 27 


১০২ - স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


মধ্যবিন্দু (h, 7) এর সঞ্চারপথ y= - ix: 

ইহা ধরবক-রাশি-বজ্জিত সরল সমীকরণ বলিয়া সঞ্চারপথটি একটি comer 
দরলরেখা। 

3:12. হ্যা | 

উপবৃত্তের একদল সমাস্তরাল জ্যা-এর মধ্যবিন্দুসমূহের সঞ্চারপথকে এ 


উপবৃত্তের ব্যাস (Diameter) বলে। 
মনে কর, у = тис এর সমান্তরাল একদল জ্যা-এর মধ্যবিন্দুমূহের সঞ্চার- 
পথ অর্থাৎ, এ জ্যা-দলকে সমছিখগ্ুনকারী ব্যাসের সমীকরণ y=m 2; কিন্ত 


FX, 311 হইতে ইহা y= uu г; 
2 е b? 
Tum иа 1 বা, mm; = pat 
অতএব, দেখা গেল, у= ma এর সমান্তরাল জ্যা-সমৃহকে সমদ্বিথগুনকারী 
2 
ব্যাস у= тут হইলে, ттт= -h হ্য়। 


অনুরূপ উপায়ে দেখানো যায় যে, у= тас এর সমান্তরাল জ্যা-সমূহকে 
а 
সমদ্িখগুনকারী ব্যাস yo ma হইলে, mm, = — га EL : 


а? 
а 


অতএব, mm, = - ^; vee oe © (1) 


6 সিদ্ধ হইলে, 
(i) y=ma জ্যা-এর সমান্তরাল জ্যা-দলকে সমদ্বিখগুনকারী ব্যাস 
%-% হইবে ; 
485 (ii) y= mas জ্যা-এর সমাস্তরাল জ্যা-দলকে সমদ্বিখগুনকারী ব্যাস 
Y= ma: হইবে | 
এইরূপ, 


প্রতিযোগী ব্যাস £ দুইটি ব্যাসের প্রত্যেকটি অপরটির সমান্তরাল জ্যা- 
সমূহকে সমদ্বিথণ্ডিত করিলে ব্যাস দুইটকে প্রতিযোগী বা অনুবন্ধী ব্যাস 
(Conjugate diameters) বলে ; 


(1) হইতে দেখা যায়, у=та এবং у= тут ব্যাস দুইটির প্রতিযোগী 
হইবার শর্ত 


2 
mm, * - b. 


উপবৃত্ত I yeo 
313. afz fees smfsefes= area 
el | 
[ Equation of the chord which is bisected at a given point. ] 
2 2 

Sageda সমীকরণ, H+ elem নিৰ্দিষ্ট বিন্ুটিকে (д, y.) ধর! 
যাক। i 

এ উপবৃত্তের যে জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (z, y.) তাহার সমীকরণ নির্ণয় করিতে 
হইবে। 

মনে কর, এই জ্যা-এর সমীকরণ y- y, =m(z — z,) © (1) 

এখন, এই জ্যা এবং ইহার সমান্তরাল тре, АЛО 


(ку, уу) а এই ব্যাসের উপর অবস্থিত বলিয়া, 


2 3 b° 
Tı 
= 3%, Я, m=- ’ 
TY Р ЧАЧЫ a*y, . 


1) হইতে op সমীকরণ, 


2 
বা, Ua Ln. puo 


a УУ: _ Zt. 
বা, +5 XV + н, 


উদাহরণ। Find the locus of the middle points of all chords 
` 2 2 E b 
of the ellipse 2: "E =1, which pass through a given point (A, 7), 


উপবৃত্তটির কোন জ্যা-এর মধ্যবিনদু (৫3, ya) হইলে, ইহার সমীকরণ হইবে 


১০৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
মধ্যবিন্দু (৫, y1) এর সঞ্চারপথ 


বা, 2:49 mh uh 
ইহা একটি taga | 


314. Kaa == | 
উপবৃত্তের পরাক্ষকে ব্যাস-রূপে ধরিয়া উহার উপর অঙ্কিত тегт Graves 
সহায়ক বৃত্ত (Auxiliary Circle) বলা হয় | 
উপবৃত্তের উপর অবস্থিত কোন বিন্দু 
P হইতে পরাক্ষের উপর PN ач টানা 
হইল এবং ইহাকে P এর দিকে বদ্ধিত করায় 
ইহা সহায়ক বৃত্তটিকে Q বিন্দুতে ছেদ 
করিল। Q বৃত্তের উপর অবস্থিত একটি বিন্দু 
এবং AA’ ও বৃত্তের ব্যাস ; 
জ্যামিতি হইতে, QN? = AN.A'N. 
আবার, Р Cigar উপর অবস্থিত একটি বিন্দু বলিয়া, 
DPN BOs. 
AN.AN Qg4?' 
РМ? BO КЕМ ВО 
QN*. 04? "" QN OA 


উপবৃত্তটির সমীকরণ z + " =1 হইলে, 


PN b 

QN a’ ... (1) 
অতএব, দেখা গেল, Viney উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর a73 
à PNO b. 

QN a 


Q বিন্দুকে р বিন্দুর অরূপ বিন্দু বলা হয়। - 


` Sge ১০৫ 


উৎকেন্দ্রীয় কোণ £ উপবৃত্তের উপর অবস্থিত কোন বিন্দু 2 এর 
কোটিকে P এর দিকে বদ্ধিত করিলে, ইহা সহায়ক Tete Q বিন্দুতে 
ছেদ করিল; Q এবং কেন্দ্রের সংযোজক সরলরেখা СО পরাক্ষের সহিত যে 
QCA’ কোণ গঠন করে, তাহাকে Р বিন্দুর উৎকেন্দ্রীয় কোণ (Eccentric 
Angle) বলে 1 উৎকেন্দ্রীয় কোণকে সাধারণতঃ $ দ্বারা UBS করা হয় 


এখন, CN=CQ cos =a cos $, , 
এবং QN=CQ sin % ৯৫ sin 6. 


() হইতে, PN= P N= basin =b sin é, 
উপবৃত্বের উপর অবস্থিত কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


а cos % b sin ¢. 


উপবৃত্তের সমীকরণ з, +০-1 হইলে, উহার সহায়ক বৃত্তের সমীকরণ 
z* +y" =a? হইবে | 

О№=а сов % হইলে, PN এর মান, উপবৃত্তের সমীকরণে w@=a cos $ 
বসাইয়াও নির্ণয় করা যায়। 

আবার, PN: QN=bsin¢:asin¢=b: ৫. 


3'15. (à eos 4, b sin 4) 42 (a сов 4’, b sin %) ferezzast- 
হতনাভক -al AASA] 
[ Equation of the chord joining ihe two points (a cos ф, b sin ф) 
and (a cos 4/, b sin %1). ] 
y-bsind _ @-acosd . 
(sin % віп Фф) a(cos $ — cos %) 
সরলীকরণ দ্বার! সমীকরণটি হইবে, 
: cos ЕЕ sin $$ — cos eze. 
3'16. (а cos $, bsin4) faece স্পর্শক ও জভি- 
enc ANAS | 
[Equation of the tangent and the normal of the point 
(a cos ф, b sin 4). ] 


জ্যা-টির সমীকরণ 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


oe =] উপবৃত্তের (zu yi) বিন্দুতে স্পর্শক в অভিলম্বের 
সমীকরণ যথাক্রমে i 


(1) 


(9) 


a 
(1)-এ ш, এবং у, স্থলে যথাক্রমে a cos $, ৬ sin $ বদাইলে, স্পর্শকের 
সমীকরণ হয় 


এবং (0 š ы) „те. 23) 


x S 
а ০০৪%+) sin $ 1 


এবং অভিলম্বের সমীকরণ হয় 
a cos % (y—b sin ф) b sin ф (z — a cos 4), 
E X5 bš 

+ 2 сов $— 2 sin $ eos 4 = 2 sin $ — € sin $ cos d, 

A ging- 2 00s d= (5 - 2) sin $ cos $ 
০৮১৮২ 
T sin % cos d, 

3l, 


ax sec $- by cosec $= a? — 12, 


317. উপ-স্পৰ্শক «з STi (subtangent and 
subnormal). 


2 2 
пя ра = 1 উপৰৃত্তের Р (ey, y) বিন্দুতে PT эт পরাক্ষকে 


T 


7 বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে; PN, 2 বিন্দুর কোটি হইলে 2 বিন্দুতে 
উপ-্পর্শক- NT. 


Tiga ১০৭ 


এখন, P বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ "+ দু =], © (D 
পরাক্ষের সমীকরণ у=0 বলিয়া, (1-4 у=0 বলাইলে দেখা যায়, 
m বিন্দুর Se ОТ= 
উপ-্পর্ণক NT=0T-0N-® а, 
1 
- (1-7) = ee 2, 


24 b?x, 


আবার, P (zx, yi) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 
07272. . 


অভিলঘ্ঘটি ৫ বিন্দুতে পরাক্গকে ছেদ করিলে, এ সমীকরণে /-0 বাইয়া 
2 
দেখা 


< উপ-অভিলম্ব GN -ON- 0G 


"71885 


А = е2) 
মি а? =" ae SPS, 


a 
= (1-е2)х;. 


3:18. аба উদ্কাহলর্প। 
Bal. 1. Find the ч of ভিত of the straight line 


75072 with the ellipse E = 4 =1, and find the length of the 


chord intercepted by the ellipse on the straight line. 

সরলরেখার সমীকরণ হইতে у এর মান উপবৃত্তের সমীকরণে বসাইয়া, 
সমীকরণ ছুইটিকে 'সহ-সমীকরণরূপে সমাধান করিলে, ছেদবিন্ু্ধয়ের ভুজ- 
নির্ণায়ক 


з з 
sona =1, বা 132* 4 80 - 0 


১০৮ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


farts সমীকরণটি পাওয়া যায়। ইহার দুইটি বীজ 0 ও -g বলিয়া ছেদ- 
feos ভুজ 0 ও - 35. 

ভুজ 0 হইলে, y=x +2 হইতে, কোটি = 9, 

এবং ভুজ —1$ হইলে, ॥=%+9 হইতে, কোটি = - $$ + o= =40. 

s. ছেদ বিন্দুঘয়ের স্থানাঙ্ক (0, 2) এবং (- 38, — 49), 

-. উপবৃত্ত দ্বারা সরলরেখার কণ্িতাংশের দৈর্ঘ্য 

= A(-3$-0)*-(-19-9)* = A 49130) 
= 36/2, 
13 

Bri. 2. Show that the straight line «—3y+9=0 touches the 
ellipse 60° + 27y* =162 and find the co-ordinates of the point of 
contact, 

সরলরেখার সমীকরণ হইতে 2-3y—9 сет দমীকরণে বসাইলে, 
উহাদের ছেদবিন্দুর কোটি-নির্ণায়ক 

6(8y — 9)? + 97у = 169, বা, 81y? - 324y +394 = 0, 

বা,  y*-4y*4-0, বা, (y- 2? =0 ss (D 
Ras সমীকরণটি পাওয়া যায়; এই দ্বিঘাত সমীকরণের аҹ অভিন্ন 
বলিয়া, সরলরেখাটি উপবৃত্ধটকে পরস্পর মিলিত দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। 
অতএব, সরলরেখাটি উপবৃত্তটির স্পর্শক | 

(1) হইতে স্পর্শকটির "Mf কোটি-এ, এবং ৫-৪/-9 বলিয়া, 
ডুজ=3.29-9= _9. . 

সরলরেখাটি উপবৃত্তের স্পর্শক এবং স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক (- 3, 2). 


Sri. 8. For what value of m, the straight line y= mo 5 
touches the ellipse 7z*--8y* —56 ? Find the point of contact 
in each case. 


উপবৃত্তটির সমীকরণের উভয় পক্ষকে 56 ЧИП ভাগ করিয়া, উহাকে 


Write 
৪+ 7 


রূপে লিখিলে, দেখা যায় a? =8, b? =7, 


wage ১৩৯ 


প্রদত্ত সরলরেখাটি Sacer স্পর্শক হইলে, 

Б=./а#т*+Ь%= /8т*+17; 

25=8m2 +7, বা, т? = 18, 41, т? =F; 
$00 math 


p হইলে, nd হইবে [Ер улып 
m = হইলে, বিন্দু হইবে হি Jans Be)’ 


m 
s — x 
sé (Bebe বনী) “ӨЗ ЕТЕ] 
এইরূপে, m = - 3 হইলে, স্পর্শবিন্দু হইবে (- 32, — 2). 
উদ]. 4. Find the equations of the tangent and the normal 
(i) to the ellipse 32° + 5y? = 190 at the point (5, —3) ; 
(1) to the ellipse 32° + 4 =81 at the point whose ordi- 
nate is —8; 
(iii) to the ellipse 2z*--3y* 56 at the points where the 
ordinate is double the abscissa ; j 
(iv) to the ellipse 32° + 4° 748 at that extremity of the 
latera recta, that lies in the second quadrant. 


(i) উভয় পক্ষকে 120 দ্বারা ভাগ করিলে, উপবৃত্রটির সমীকরণ হয় 


টি 
FEST n 
; bz, AY ET. ЛЕА 
নির্ণয় স্পর্শকের সমীকরণ 40+ 94 7b বা, а-в 
বা) x-y=8. 


190 দ্বারা উভয় পক্ষকে ভাগ না করিয়া মূল পমীকরণেই 2° স্থলে шт, 
এবং уз স্থলে yy, বসাইয়াও স্পর্শকের সমীকরণ পাওয়া যায়। RENT, 


স্পর্শকের সমীকরণ 
8.5 + 5y.(— 8) =120, বা, а-у=8. 
afaa: উভয় পক্ষকে 120 দ্বারা ভাগ করিয়া দেখা যায়, 
a? = 40 এবং b? = 94. 


afena সমীকরণ E 
1. Бч 


а? b° 


১১০ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


am~ E 2ut3, 
«аст হইবে 2—2 к=} 


40 . 94 
বা, 8(x —5)- -8(/+8), বা, х+у=2. 
(ii) প্রদত্ত সমীকরণে y= -3 বসাইলে, 32° + 36 - 84, বা, 22? = 48, 
বা, 2*-16; 2- 354, 
-3 কোটি-যুক্ত “দুইটি বিন্দু আছে; তাহাদের স্থানাঙ্ক (4, 
এবং (- 4,— 3). 
. ewe: (4, -3) বিন্দুতে cen সমীকরণ 324 + 4)(7 3) = 84, 


বা, x-y=7. 
i 4,- 8) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 32( - 4) + 4yl- 3) = 84, 
বা, x+y+7=0. ' 


অভিলম্বঃ উভয় পক্ষকে 84 দ্বারা ভাগ করিয়া উপবৃত্রটির সমীকরণ 


rete 1 রূপে লিখিলে, দেখা যায় a? =28 এবং ০৮০৯০]. 


(4, — 8) বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 221.013, 
28 . or 
বাঁ, 7(e-4)= –7(0+3), বা, х+у=1. 


-4, — 8) বিন্দুতে fenem সমীকরণ HE „ЕЗ, 
98 - BL 
বা, -7(2+4)= -T(y*3) বা, x - y-12 0, 
(iii) প্রদত্ত সমীকরণে y = 9л বসাইয়া, 97? + 127? = 56, বা, ০24) 
2= +09, 
যখন ০.» y= 2.9 =4, এবং যখন z= – 9, y=9(-9)= — 4, 
(2, 4) এবং (—9, – 4) বিন্দুদ্ধয়ে কোটি ভূজের দ্বিগুণ | 

"eb ? (2, 4) বিন্দুতে স্পর্শকের সমীকরণ 90.9 + 8/.4-56, 
বা, x+8y=14, 

(—9, - 4) বিন্দুতে aitaa সমীকরণ 9%(- 9) + 8y(- 4) =56, 
বা, x+8y+14=0. 


উপবৃত্ত - ১১১ 
afara: উভয় পক্ষকে 56 দ্বারা ভাগ করিয়া উপবৃত্বাটর সমীকরণ 


sh =1 রূপে লিখিলে দেখা যায় a? = 98 এবং p° = 58, 
-4 


(2, 4) বিন্দুতে অভিলম্বের নমীকরণ 2 == vx 


Е 56 
বা, 14@-9)=МЧу- 4), বা, 8x-y=2. 


(-2,.-0 বিন্দুতে অভিলম্বের সমীকরণ 212. g Cg 
৪৪56. 
বা, 14054 2) = 390 +4), বা, 8x-y+2=0. 
প্রদত্ত সমীকরণের উভয় পক্ষকে 48 দ্বারা ভাগ করিয়া সমীকরণটিকে 


=. + A =1 রূপে লিখিলে দেখা যায়, 


৪৪৮16 এবং 6৭৮12. Т. = 1-4 „1-8-1, 


এখন, নাভি দুইটি (ae, 0) এবং (7 ae, 0), অর্থাৎ, (2, 0) এবং (72,0) ; 
এবং নাভিলঙ্বার্ধ = ки 398, 
নাভিলম্বের расы যেটি দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত হইবে তাহার 
স্থানাঙ্ক (— 2, 3). 
স্পর্ণক £ নির্ণেয় 'পর্শকের সমীকরণ 19%(- 2) + 168 = 192, 
4i, x-2y48-0. 


feu £ faci অভিলম্বের সমীকরণ : i. ee 
16." 19. 


বা, -8(z-9)-4(y-3) বা, 2x+y+1=0. 
উদ]. 5. Find the equations of the tangents to the ellipse 
32° +42 =16 which are parallel to the straight line 


3a - 2y +5=0. 
8z-— 2y +5=0 সরলবেখার সমান্তরাল যে-কোন সরলরেথার সমীকরণ 


9%-9+0-0, বা, 2/- 8740, © (1) 


১১২ ' স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


এখন, উপবৃত্তের সমীকরণটির উভয় পক্ষকে 16 দ্বারা ভাগ করিয়া : 


2 2 
সমীকরণটিকে 67 +% =1 রূপে লিখিলে দেখা যায় a? 38 এবং p? <4, 
16187 4 ২ 


সরলবেখা (1) এর ওঁ উপবৃত্তের ষ্পর্শক হইবার শর্ত হইল 


+ c= +8, 
-. Gagea দুইটি স্পর্শক প্রদত্ত সরলরেখার সমান্তরাল হইবে এবং 
(1) ও (2) হইতে এ этат সমীকরণ 
2y=3x+8 এবং 2y=3x-8, 
Gal. 6. Find the equations of the tangents to the ellipse 


40% + 5y%=94 which are perpendicular to the straight line 
52-ду+8=0. 


5r- 2y +8 =0 সরলরেখার 918 যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
92 + бу = бо, ' tes er (1) 
বা, у= -8৮+০, ө EE “+ (2) 


এখন, উপবৃত্তির সমীকরণের উভয় পক্ষকে 94 দ্বারা ভাগ করিয়া সমী- 
করণটিকে = + ha 71301 লিখিলে দেখা যায়, a? =6 এবং p = 4 


সরলরেথা (1) বা (9) এর এ উপবৃত্তের স্পর্শক হইবার শর্ত হইল 
с= + J-F 3482. ০ (251 
* (1) ও (8) হইতে দেখা যায়, উপবৃত্তের দুইটি স্পর্শক প্রদত্ত সরলরেখার 
HY হইবে, এবং এই দুইটি স্পর্শকের সমীকরণ Ei 
2x+5y =12 এবং 2x+5y+12=0, 
Sr]. 7. Find the equations of the tangents to the ellipse 


32° +5y*=80, which are inclined at an angle of 45° to the 
positive direction of the a-axis, 


উপবৃত্তের সমীকরণের উভয় পক্ষকে 30 দ্বারা ভাগ করিয়া মমীকরণটিকে 
- " =1 রূপে লিখিলে দেখা যায়, 
a* = 10 এবং 0° =6, 
আবার, এস্থলে ম্পর্শকের প্রবণতা m= tan 49০], 


উপবৃত্ত ১১৩ 


facta স্পর্শকের সমীকরণ у = mz Jam? + b° 
অর্থাৎ, y-z + 10+б=т+4. 
. প্রদত্ত শর্তানুগ দুইটি স্পর্শক থাকিবে এবং তাহাদের সমীকরণ 
V=%+4 এবং y-z-4, ў 
অর্থাৎ, х-у+4=0, এবং х=у+4. ' 
Gul. 8. Find the equations of the tangents, drawn from the 


point (-2, —3), to the ellipse 277 + 3у° =5, and find also the. 
points of contact. 


উপবৃত্তটির সমীকরণ a+ бє রূপে লিখিলে দেখা যায়, a= এবং 
b =$. 
এখন % এর সকল বাস্তব মানের FIZ y= mcd Vimi c (1) 
উপবৃত্তটির স্পর্শক। এই স্পর্শক (— 9, — 8) বিন্দুগামী হইলে, 
-8=-2т+ „т? +4, বা, (2m-3) =m +s, 
বা, ёт *= 19m + 38 =0, বা, 9m? — 72m * 44-70 ; 
19+ J(-79)9—4944 _ 72+ 3600 


18 18 
a] 12:60 22 2 ЖУСУ "m 
18 3 8 (9) 


(1) এবং (9) হইতে (-9, - 3) বিন্দু হইতে উপবৃত্তে অস্কিত স্পর্শক- 
CTS সমীকরণ 
gaat SEAR YET SN oS 
বা, 3y=22x+35. © (8) 
এবং: /-4%+ JEG i= iet, বা, Sy-2x-5. (4) 
স্পর্শবিন্দুর স্থানাঙ্ক? সমীকরণ (3) এবং প্রদত্ত উপবৃত্তের সমীকরণ 
হইতে (3) এর স্পর্শবিন্ুর ভূজ-নির্ণায়ক и" 48082079805 = 5, 
বা, +901? +215404 +230 = 
বা, 4922 + 1542+191=0, y (7+11)-0 
সমীকরণটি পাওয়া যায়| 
т=-5%-, o у=%ё\-У)+АЁ= т. 
Зу = 22% + 35 ম্পর্শকটির স্পর্শবিন্দু (- 47, Ф). 
BEA, Зу = 9z + 5 ম্পর্শকটির ম্পর্শবিন্দু ( — 1, 1). 
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а 2 
বিকল্প পদ্ধতি ° 2+0=1 উপবৃতে y = ma + „ара 
স্পর্শকটির স্পর্শবিন্দু 
( cam i b? IE 
мат? +b „Јат? +b? 


КЕЕ 228 8 н 
(c mem ami (е er) 
wis (- EE i) mts См, а: 
-£$ a NE у 
вере) 


অর্থাৎ, (-%% ii অর্থাৎ, (—1, 1). 


উদ. “Hind ihe equation of the diameter oi the ellipse 
30% + by? = 15, which bisects all chords parallel to 32 —4y + 4 = 0, 


উপবৃত্তটির সমীকরণের দুই পক্ষকে 15 দ্বার! ভাগ করিয়া, 
2 


ভিসা С. a = 5 এবং ৪৭৪. 
সরলরেখার সমীকরণ 4/-8০+4, বা, у= 0+1 রূপে লিখিলে, দেখা 


যায় m = 2. 
ШЧ ব্যাসের সমীকরণ y =m mZ, 


p? А 
Тт т — s বা, $m,=-%; 2. m=-4; 


сб ব্যাসের সমীকরণ у= - $2, বা, бу+4х=0. 
উদ, 10. Prove that la+my=n is 
2 з 
(i) tangent to = += 1, if afl +0 =з, 


3 z? y? 05, b* — (a° -5?)* 
(1) normal to get ym if Paks EPI 


() যে-কোনও স্পর্শকের সমীকরণ y = m r + „аі + bš, 
1 n 1 

le+my=n, বা) y=- m নলৰ স্পর্শক হইলে m>- xl 

1 


а 2 
L) + bear 


з 
[учы төр 2০ 4 
এবং va M? + 0% Ет е: = 


বা, a l + nt ә, 


উপবৃত্ত ১১৫ 


G যে-কোন অভিলম্বের সমীকরণ az вес $ — by cosec $ =a Vg 
lz + my =n অভিলম্ব হইলে, 


1 = m п. 
. à sec $ а a? b 


cos $ = Ka" রন sin ф= aa 259 
а? n? 2.2 
ra IUE" Vb Po UE pni: 
01817 
T ates т? 


Wq]. 11. Find the equation of the diameter of the ellipse 
32? + 4y? = 36, which is conjugate to the diameter 2y —3r. 


2 2 
Sagada সমীকরণের উভয় পক্ষকে 36 দ্বারা ভাগ করিলে, a + b -1; 
এস্থলে, ৫০ =19 4422-9. 


প্রদত্ত ব্যাসের. সমীকরণ 9у= 30, বা, y=Ba; .. m=$. 
facta প্রতিযোগী ব্যাস ym, e হইলে, ; 


s ра Еа + aS 
m, X কুল mi^ mee оаа š. 
নির্ণেয় প্রতিযোগী ব্যাসের সমীকরণ y= — ie, বা, x+2y=0. 
Gel. 12. Show that, for the ellipse 5z° + 6y? =15, the two 
diameters having 8y+2x=0 and 5e—4y=0 for their equations 
are conjugate, 


Barats সমীকরণের উভয় পক্ষকে 15 দ্বারা ভাগ করিয়া উহাকে 
"^ =1 রূপে লিখিলে, দেখা যায় a? =3 এবং 0° =. 


bš E 5 
cim - 3 --$ vee ast (0 


আবার ব্যাসের. সমীকরণ দুইটিকে যথাক্রমে у= - 80 এবং ik রূপে 
লিখিলে দেখা যায় m, = – 8 এবং m, = 4. 


b? 
pe mixme = 2:0. - 5 = - [ (1) হইতে ] 


ব্যাস দুইটি পরস্পর প্রতিযোগী | 
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Gwe. 19. For the ellipse 8z'--12y*-96, find a pair of 
conjugate diameters which are inclined to each other at an angle 
tan? 7, [ C. U. 1949 ] 

теч সমীকরণের উভয় পক্ষকে 96 দ্বারা ভাগ করিয়া উহাকে 


“+ a1 রূপে লিখিলে, দেখা যায় а? = 12 এবং b? —8, 


প্রতিযোগী WA y= тул এবং у= т.т হইলে, 
b? 8 2 


SE ats 8, 
বা, 85197 -2 ... о (1) 
আবার, ব্যাসদ্বয়ের অন্তর্ভুক্ত কোণ tan т বলিয়া, 
ক: T, m Mi — Moa = 2772 Mg, 
নাল 1- 2 ar 
3 3 
1 7 
বা, m — ma = g ves | е, (2) 
(1) এবং (9) ‘সমাধান করিয়া, ә. =, т„=-9 এবং m,=2, 


m=-}; 
ব্যাসদ্বয়ের সমীকরণ y — 3o, y= _ Qa এবং у= 90, y= -$%) 
বা, x-3y=0, 2x+y=0 এবং 2x-y=0, x+3y=0. 


° 2 
Br. 14. In the ellipse = + = = 1, construct the equation of 


that particular chord, which is bisected at the point (2, — 1), 
[ 0. U. B. A. & B. 8e.; 1956 ] 
Pica জ্যা-টি (এ, — 1) বিন্দুগামী বলিয়া bi সমীকরণ 
yt1=m(a-2) * (1) 


ধরা যায়। এখন, এই জ্য| এবং ইহার সমান্তরাল জ্যা-সমুহের মধ্যবিনুগামী 
ব্যাসের সমীকরণ 


(2, - 1) T এই ব্যাসের উপর অবস্থিত; 


21-2728 8 
: om’ 9, ЧО. 


উপবৃত্ত ১১৭ 


(1) হইতে, নিণেয়ি জ্যা-এর সমীকরণ /+ 1 = $(% - 2), 
বা, 8x-9y-25. 
Gal. 15. Find the locus of the middle points of all chords of 
the ellipse 62 + 6y? = 30, which pass through the point (3, — 5). 


উভয় পক্ষকে 30 দ্বারা ভাগ করিয়া উপবৃত্রটিকে A রূপে লেখা 
যায়; অতএব, উপবৃত্তটির কোন জ্যা-এর মধ্যবিন্দু (৮, ya) হইলে, ইহার 
সমীকরণ হইবে en Ww Ba + 
অর্থাৎ, এস্থলে, St mpm ntn . 
জ্যা-টি (3, — 5) ачта হইলে, 


324 (-5w, _ z, Ua 
GEE GES 


Mia 8-5 3 e 


2 2 
TORT (ea, y) এর সঞ্চারপথ eI = E ry, 


2рет 5 


1. Find the points of intersection of the straight line 
(i) 2+%- 4৯0 with the ellipse d P -82; 


(i) 4c +5y=20 with the ellipse 2- 95+ T =1; 


(iii) 32 -Ty - 95 =0 with the ellipse 32° + 7y? = 115. 
Find in every case, the length of the chord which the ellipse 
intercepts on the corresponding straight line. 


2. Show that the straight line 


Р Я т? у. 
(i) ду=+5 touches the ellipse 5 +=]; 
Gi) 8¢ +5y=25 touches the ellipse == 95* T =1; 

(iii) 82 -2y +10=0 touches the ellipse 72° + 8y? = 56. 
Find, in each case, the point of contact. 


4 


XI—E.M. 28. 
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3.. Show that the straight line y= % + Jš is а tangent to the 
ellipse 92° + 3y? =1. [ G. U. B. А. & B. 8o., 1955 ] 


Find the point of contact. 

4. For what values of m will the straight line 4y— mo +8 
touch the ellipse 15z?-16y*—40 ? Find the point of contact 
in each case. 


2 2 
5. The ellipse হেঠ" is touched by the straight line 


бу = 3% + 25, and its eccentricity is $. Find a and b. 
; [ Gauhati, 1948 ] 
6. Find the equation of the tangent to 


2 2 
Z t =1, at the point (4, 0), 


(a) the ellipse 16 f 9 


(5) the ёїнрве 253° i 
e ellipse 95 + ДЕ 1, at the point (0, 4), 


2 2 
(с) i + x =1, at the point (3, 2). 


7. Find the equations of the tangent and the normal to 
(i) the ellipse g + =], at the point ($. - 1) i 
On iis: 7 7 


(ü) the ellipse 827 + 5% =17 at the point (9, 1); 
(iii) the ellipse 52* + 9y* 281 at the point (3, – 2). 
8. Find the equations of the tangents to the ellipse 
(i) z*--3y* =3, which are parallel to the straight line 
у=42-3; 
(ii) 92° + 32° =96, which are parallel to the straight line 
Зх – 4у =8. 
Find, in each саве, the point of contact. 
9. Find the equations of the tangents to the ellipse 
(i) 2z*--3y*-—8, which are perpendicular to the straight 
line 62 + 5y + 4-0; 
(1) 925 + 5y* = 39, which are perpendicular to the straight 
line 5g + 3y +1=0. 


Beige ১১৯ 


10. Find tho equations of the tangents to the ellipse 
20° +3y?=18, which make an angle of 60° with the positive 
direction of the axis of т. 

; 11. Find the equations of the tangents drawn from the point 
(8, 6) to the ellipse 40° + 9y? = 79 and find the points of contact. 


2 2 
Prove that 5% — 9y = 8 V2 is a normal to the ellipse a + rR 


12. Find the equation of the diameter of the ellipse 32° + 4y* 
= 1, which bisects all chords parallel to y= 3x — 1. 

18. Find the equation of the diameter of the ellipse 5a” + 6y? 
= 80, which bisects all chords parallel to 5a + 6y +8 = 0. 

14. Find the equation of the diameter of the ellipse 27? + 3y* 
=24 which is conjugate to 9v + 3y = 0, 

15. Show that the diameters бу —62—0 and 92z--3y-0 are 
conjugate diameters of the ellipse 4r? + 5у° —90. 

16. Show that the diameters whose equations are y+ 32-0 
and 4y — 2=0 are conjugate diameters of the ellipse 32° + 42 = 5. 

17. Show that the straight lines 42 -8y+4=0 and zt 8y- 7 
=0 are parallel to the conjugate diameters of the ellipse 
40° + 9g? = 86. [ б. U. B. A. & В. Sc., 1949] 

18. For the ellipse, 32° 4412 —19, find а pair of conjugate 
diameters which are inclined to the other at an angle tan™* 18. 

19. For the ellipse, determine the pair of conjugate diameters 
which are inclined to each other at an angle of 135°. 

[ C. U. B. A. & B. Sc., 1958] 


а 2 
20. In the ellipse X + а = 1, construct the equation of that 


particular chord, which is bisected at the point (2, — 1). 
21. In the ellipse, 32° +4y*=36, construct the equation of 
that particular chord, which is bisected at the point (8, — 1). 


2 2 
22. If any tangent to the ellipse 5 + hi =1 intercepts lengths 


з з 
h, k on the axes, prove that 2, + ” -1. [C. U. B. A. & B.Sc., 1951] 
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28. The sum of the squares of the perpendiculars on any 
tangent from two points on the minor axis, each distant 
Ja?—b? from the centre is 902. [0. U.B. A. & В. Sc., 1953 ] 
2 2 
24. The distance of a point on the ellipse т + E =1 from the 
centre is 2, find the eccentric angle. 
[ С. U. В. A. & B. Sc., 1918 ] 


25. Find the eccentric angle of a point on the ellipse 
2 


2 
* +4 =O ata distance 3 from the centre, 


4 
[ 0. U. В. A. & В. Se., 1991 } 
26. Tho ordinate of a point P on an ellipse whose centre is O 
and semi-minor axis is b is produced to meet the auxiliary circle 
at Q. The parallel to OQ through P meets the major axis in 
G; then will PG =b. ГС. U. B. A. & B. Sc., 1949 ] 
2 2 

27. Prove that A w- с is a normal to = + i =1, 

if ০026, 


exe Siesta 
পরারৃত্ত 
( Hyperbola ) 


41. lie 

কনিকের উৎকেন্ত্রতা (6) এক অপেক্ষা {кеч হইলে, কনিককে পরাবৃত্ত 
(Hyperbola) বলা হয়, অর্থাৎ, 

কোন সমতলের উপর অবস্থিত একটি নির্দিষ্ট স্থির বিন্দু এবং একটি নির্দিষ্ট 
ও স্থির সরলরেখা হইতে এ সমতলের উপর গতিশীল কোন বিন্দুর দুরত্বদবয়ের 
অন্থপাত ধ্ৰুবক কিন্তু এক অপেক্ষা বৃহত্তর হইলে, গতিশীল বিন্দুটির সঞ্চারপথকে 
পরা বৃত্ত বলে। 

নির্দিষ্ট বিন্দুটিকে a পরাবৃত্তের নাভি (Focus), নিদ্দিষ্ট সরলরেখাকে 
উহার নিয়ামক (Directrix) এবং দুরত্বঘয়ের ধ্রুবক অঙ্গপাতকে $ পরাবুত্তের 
Bergas] (Eccentricity) বলা! হয়। 

সাধারণতঃ নাভিকে S দ্বার! এবং উৎকেন্দ্রতাকে о দ্বারা সুচিত করা sç | 

নাভিবিন্দগামী এবং নিয়ামকের উপর লঙ্গ-সরলরেখ|! এবং পরাবৃত্তের 
€ছদবিন্দুকে এ পরাবৃত্ের শীর্ষবিন্দু (Vertox) বলে। 

নাভিবিন্ুগামী এবং নিয়ামকের সমাস্তরাল জ্যা-কে পরাবৃত্ের নাভিলম্ব 
(Latus rectum) বলে | 


42. Aaaa aaa! | 
[ Equation of a hyperbola ] 
9 পরাবৃত্টির নাভি এবং ZK উহার নিয়ামক। 9 হইতে নিয়ামকের 
উপর SZ লঙ্ব টানিয়া S এর দিকে বদ্ধিত কর] হইল; ইহা হইল অক্ষ। 
SZ এর উপর এরূপ একটি বিন্দু 4 নির্ণয় করা যায়, অর্থাৎ SZ কে এরূপে 
অন্তধিভক্ত করা যায় যে, 
SA-e AZ ~ o0 
আবার, ৫ > 1 বলিয়া, বদ্ধিত SZ এর উপর এরূপ একটি বিন্দু 4 নির্ণয় 
করা যায় যে, 
SA =e AZ + © (9) 
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মনে কর, Ad’ = 2a, এবং 0, AA’ এর মধ্যবিন্দু। 
[4 ও A’ পরাবৃত্তের শীর্ষবিন্দু এবং G পরাবৃত্তের CFM (centre). ] 


(1) এবং (2) যোগ করিয়া, 
SA SA' - (AZ + 414), ` 

বা, SA+(SA+ A4) 26. AA', 

বা, 284-240 - 0.940, 
বা, 9(SA-- 4C) - 9.4, 
বা, 08=ае, © (8) 
আবার, (2) হইতে (1) বিয়োগ EU 

SA' - SA- (AZ - AZ), 
বা, ДА =e[4'0 + OZ) - (04-02) 

=0.20Z, ('.* 4107 04) 


বা, 9a=%.0Z; "| 02.» S. -- (4) 
в 


এখন, কেন্দ্র 0 কে মূলবিন্দু, বন্ধিত 09 কে ctm এবং 0 বিন্দু দিয়া অদ্ধিত 
AA’ এর লঙরেখাকে /-অক্ষ ধর এবং মনে কর, পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত 


পরাবৃত ১২৩ 
যে-কোন বিন্দু P এর স্থানাঙ্ক (z, y). P বিন্দু হইতে নিয়ামকের উপর РМ яя 
এবং 05, অর্থাৎ ৫-অক্ষের উপর PN 9 টান | 

08 = ae বলিয়া, নাভি 8 এর স্থানাঙ্ক (ae, 0), 
এখন, 197০০» (0.РМ)" -(e.ZN) -e* ZN? =е* (ON - CZ)? ; 
(= ае) + y? = е? (=- ЧЕ [ (4) হইতে ] 


বা, x? – дает +а?е? + y? = ৫508 — 90709, 
বা, (৫০-10-2569 (e? — 1), 

Bao Wan И. rd 
বা, а? a (e? -1) L (5) 
ইহাই ясат সমীকরণ | 
এখন, e > 1 বলিয়া е > 1; 

et — 1, সুতরাং, a? (e? — 1) একটি ধনাত্মক রাশি 1 
মনে কর) a? (4®—1)=Ь?; 

2 

তাহা হইলে, (6) হইতে #119091 সমীকরণ হইল = -E-1 


অনুসিদ্ধান্ত 1. a?(e?-1)-b?, বা a"e? =a +b", 
বা, ০৪০৪৮] +ঠ orem LE LU 
অনুসিদ্ধান্ত 2. a? (62-1)-%5, বা, ৫৯৫৯ =a? +b", 
বা, (ae)? =a? +b, অর্থাৎ, 082 = a? 4-2, 
এবং ৮:= 03-4, বাঁ, b? = CS? - CA*. 
অনুসিদ্ধান্ত 8. পরাবৃত্তের সমীকরণ হইতে, 
у? ок? _ LA -a* _ (c= az ta). 
ptus а? а 
PN? _ AN.A'N, РМ: এ 
b° a* ^ АМ.А`Ҹ а? 
অনুসিদ্ধান্ত 4. 4 বিন্দুর ZATE (a, 0), 
A’ বিন্দুর স্থানাঙ্ক (- a, 0), 
8 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ae, 0), 


নিয়ামক ZE এর সমীকরণ z = ©. 


বা 


১২৪ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 

43. Fess | 

Яе সংযোজক এবং শীর্ষদয়ের মধ্যে সীমাবদ্ধ 414 সরলরেখাকে 
পরাবৃত্তের Rfg অক্ষ (Transverse axis) বলে | যদি পরাবৃত্তের কেন্দ্র 
দিয়া অঙ্কিত fure অক্ষের লম্ব-সরলরেখার উপর 7 ও D/ এরূপ দুইটি বিন্দু 
হয় যে, B'O- CB — b, তাহা হইলে BB’ কে পরা বৃত্তের অনুবন্ধী (Conjugate) 
অক্ষ বলা হয়। 

ебе অক্ষ AA’ = 92, এবং অন্ুবন্ধী অক্ষ BB’ = 95. 

পরাবৃত্তের তির্য্যক্‌ এবং অন্ুবন্ধী অক্ষ সাধারণতঃ অসমান থাকে। SHE 
অক্ষ ও অনুবন্ধী অক্ষ সমান হইলে পরাবৃত্তকে ইংরেজীতে Equilateral বা 
Rectangular বলা হয়, আর বাংলায় উহাকে বল! যাইতে পারে সমাক্ষ 
219145 বা সম পরা বৃস্ত। 

সমাক্ষ পরাবৃত্তে Qa = 95, বা, a=b, 


2 
'. সমাক্ষ পরাবৃত্তের সমীকরণ 7, - } = 1, বা, হই yt aa, 
AE. 
ইহার উৎকেন্দ্রতা ih ai „2. 


44. aare fasia নাভি ও fasta farses | 
0 বিন্দুর যে По S বিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত ner বদ্ধিত 
fig অক্ষের উপর S' বিন্দু লও, যেন 09-0/ হয়, এবং 0 বিন্দুর যে 
পারে Z বিন্দু অবস্থিত তাহার বিপরীত পাশে fete অক্ষের উপর z বিন্দু 
লও, যেন 0Z=0Z হয়; Z' বিন্দু দিয়া Кеба অক্ষের লঙ্গ বা নিয়ামকের 
সমান্তরাল করিয়া 277 সরলরেখা টানা হইল। [পৃষ্ঠা 199 এর চিত্র দ্রষ্টব্য ] 
তাহা হইলে, CS’=SC=ae, :. 8 বিন্দুর স্থানাঙ্ক ( — ae, 0) ; 


এবং OZ'- Z0- 5, 


পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দু P (z, y) হইতে ZR" এর উপর 
PM’ aa টানা হইল | 


S'P* =( +00): +y’, এবং PM'=NZ'=0ON+07'=2+ 2. 
e 


т? é y? 
এখন পরাবৃভের সমীকরণ a aor" 15 


পৰাবৃত ১২৫ 

বা, wl? - 1) - у* =a%(e?— 1), 

বা, w tae? +y* = 688 +0", 

বা, (x? + 2002 + а®е®) + y? = е?" + 9aem + a2, 

2 

বা, (z + ae)? +y? =° G ++) (2+ а 

3l, S'N? + PN° = e*(ZO + ON), 

বা, S'P* - e. PM'?, 3l, S'P- e PM, 

বা, РМ © 

দেখা গেল, S বিন্দু হইতে পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর 
দূরত্ব এবং £'1 রেখা হইতে ইহার দূরত্বের অনুপাত পরা বৃত্তের Scrawl 
৫ এর সমান; অতএব, S' বিন্দুকে নাভি এবং ZK রেখাকে নিয়ামক ধরিলেও 
একই পরাবৃত্ত পাওয়া যাইবে । অতএব, দেখা গেল পরাবৃত্তের সর্বদাই 
একটি দ্বিতীয় নাভি এবং একটি দ্বিতীয় নিয়ামক থাকে। 

অন্কুসিদ্ধান্ত। 5' বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ae, 0), এবং দ্বিতীয় নিয়ামক 


Z'K' এর সমীকরণ w= - $4 


45. Aare wes | 
পরাবৃত্তের সমীকরণ ри -% = 1 হইতে দেখা যায়, 


ir 
у= EE bs =) 
এবং s-tan] +1 ө .. (2) 


ইহা হইতে পরাবৃত্তের আকার-নির্ণায়ক নিম্নলিখিত তথ্যগুলি পাওয়া যায় £ 

(i) (1) হইতে; ৮৪ < a? অর্থাৎ т<а, অথবা, >-a হইলে, 
2/৫", 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর হয় এবং মূলচিহ্নের নীচে খণাত্মক চিহ্ন আনিয়া 
যায় বলিয়া, z এর এ সকল মানের জন্য y অবাস্তব হয়; সুতরাং, a অপেক্ষা 
ক্ুদ্রতর এবং -a অপেক্ষা বৃহত্তর তূজ-বিশিষ্ট কোন বিন্দুই পরাবৃত্তের উপর 
থাকিবে না; অতএব, 4 ও 4! বিন্দুদ্ধয়ের মধ্যে পরাবৃত্তের কোন অংশই 
থাকিবে না। 


১২৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


(ü) (1) হইতে দেখা “যায়, ৮৫৪, অৰ্থাৎ оа, অথবা, a হইলে, 
=0 হয়; অতএব, পরাবৃত্রটি ৫-অক্ষকে 4 ও 4 বিন্দুদ্ধয়ে ছেদ করে | 

(1) হইতে আরও দেখা যায়, 2% ১০৪, অর্থাৎ, r>a, অথবা, 
z < - a এইরূপ т এর সকল মানের জন্যই у এর পরস্পর সমান কিন্তু বিপরীত 
চিহ-বিশিষ্ট দুইটি করিয়া মান থাকে; অতএব, পরাবৃত্তটি ৮-অক্ষে প্রতিসম 
এবং A বিন্দু হইতে আরম্ভ করিয়া ৫-অক্ষের ধনাত্মক দিকে, ইহার উভয় পার্শে 
অসীম бе বিস্তৃত এবং 4’ বিন্দু হইতে আরম্ভ করিয়া £-অক্ষের ANAF 
দিকে, ইহার উভয় পার্শ্বে অসীম পধ্যস্ত বিস্তৃত। 

(iii) (2) হইতে দেখ! যায়, y এর ধনাত্মক বা খণাত্বক সকল মানের 
জন্যই > এর পরস্পর সমান, কিন্তু বিপরীত চিহ্ন-বিশিষ্ট দুইটি করিয়া মান থাকে ; 
অতএব, পরাবৃত্রটি /-অক্ষে প্রতিসম। б 

এই সকল তথ্য হইতে এই সিদ্ধান্তে উপনীত হওয়া যায় যে, পরা বৃত্ত, 
অন্ধ. 4'2 এর চিত্রের ম্যায় 4 ও A বিন্দুগামী, z এবং у উভয় অক্ষে প্রতিসম, 
z অঙ্গের ধনাত্মক এবং ধণাত্মক উভয়দিকে অসীম পর্যস্ত বিস্তৃত দুইটি 
ABS CAN | 

46. afz হইতে енемен Sag sates 
যে-কোন fuu vzasac== অস্ত fests স্কেল 
সমান। 


[ The difference of the focal distances of any point on a 
hyperbola is equal to the transverse avis, 1 


পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দু Р এর স্থানাস্ক (z, y), 
uy. 4'2 এর চিত্র হইতে, 


SP=e.PM এবং 8р=е.РМ'; 
S'P-SP=¿(PM'- PM) =¢.MM’ = ZZ 
০2049. = За = (бу অক্ষ। 


বিশেষ দ্রষ্টব্য । নাভি হইতে পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন 
বিন্দুর দুরত্ব ° 


SP=¿PM=eNZ=(0N- 02) -‹( A e) 


=s... প্যান. 8 


পরা বৃত্ত ১২৭ 
S'P =e. PM’ =e. ৮40 +02) e(z + 2) 
=ex+a. 


47. FC eee CS | 

8 ও S' নাভিদ্বয় দিয়া অঙ্কিত fous অক্ষের লম্ব LSL ও DS L, 
জ্যা-দ্বয় পরাবুত্তের দুইটি নাভিলম্ব। 

এখন, L বিন্দুর স্থানাঙ্ক (CS, SL), অর্থাৎ (ae, SD). L বিন্দু পরাবৃত্তের 
উপর অবস্থিত বলিয়া, 


° 
একই পদ্ধতিতে দেখানো WIL, SL, = 2. 
রষ্টব্য | নাভিলঙ্বের সমীকরণ х= ае, x ^ - ae. 


48. eataa- fae Sera Sag- SOI | 


নিয়ে পরাবৃত্ত-সংক্রান্ত কতিপয় অবশ্-জ্ঞাতব্য সুত্র এবং অন্যান্য তথ্য 
লিপিবদ্ধ হইল। উপবৃত্তের সমীকরণে bš স্থলে -b লিথিয়া পরাবৃত্ের 
সমীকরণ পাওয়া যায়। পরাবৃত্তের fase বিভিন্ন wa, সমীকরণ এবং ফল- 
সমূহও উপবৃত্তের অনুরূপ স্থত্র, সমীকরণ এবং ফলসমূহে a? স্থলে -b লিখিয়া 
পাওয়া যায়। প্রমাণ সর্ববতোভাবে উপবৃত্তের প্রমাণ-পদ্ধতির seat বিধায় 
এম্থলে কেবলমাত্র ফলগুলি লিপিবদ্ধ হইল। গ্রতিক্ষেত্রে শিক্ষািগণকে ups 
প্রমাণ দ্বারা ফলের সত্যতা স্থির করিতে হইবে | 


১২৮ 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
1. -=i পরারৃত্সম্পর্কে যে-কোন বিন্দু (ху, y.) এর 


অবস্থাঁন। 


2 2 
Raia পরাবৃত্তের ভিতরে থাকে, যদি WS, 


a b? 


RaP পরাবৃত্তের উপর থাকে, যদি 7] হয়; 


2 
Rah পরাবৃত্তের বাহিরে থাকে, ub X19! 
উপবৃত্তের BHT ফলের সহিত পার্থক্য UBT | 


2. এ --1 পরাবৃত্তের সহিত y— mx te সরলরেখার ছেদ। 


সরলরেখাটি পরাবৃত্তকে দুইটি বাস্তব এবং পৃথক্‌ বিন্দুতে ছেদ করে, 
যদি с? > аз? _ b° হয়, অর্থাৎ, aft o> Ala*m*-53 অথবা, 


< - Ja*m?— b £y | 

সরলরেখাটি পরাবৃত্তকে দুইটি পরস্পর মিলিত বিন্দুতে ছেদ করে, 

যদি c* — 2? m? _ 5? zx, অর্থাৎ, যদি ¿= + Уау – 08 zy | 

সরলরেখাটি পরাবৃত্তকে দুইটি অবাস্তব বিন্দুতে ছেদ করে, অর্থাৎ, আদৌ 
ছেদ করে না, 

যদি ০০ < а? -p° হয়, অর্থাৎ, 

যদি — „аза: < e < Jay: 511 

3. y=mx+e সরলরেখার ই -}= 1 асан স্পর্শক হইবার 

শর্ত। ; 
c= + „Јат – 53, 

4 m OF সকল মানের জন্যই y= mx + Vam- সরলরেখ। 

E -Eb-1 পরা বৃত্তের স্পর্শক। 


লিক — aš -p? 
y-mz* „ау —pà এর (ram NE ; 


у=та- Ja®m?—b? এর "ч | am b. ): 


এ 


পরাবৃত্ত ১২৯ 


2 
5. Z-h-1 পরাবৃত্তের (xa, y.) বিন্দুতে স্পর্শক এবং অভি- 
araa সমীকরণ। 


wi Ec RE 


6. নিয়ামক বৃত্ত (Director Circle) | 
m? y? 
та ра=1 পরাবৃত্ের দুইটি পরস্পর লক্ব-স্পর্শকের ছেদবিন্দুর 


a 
সঞ্চারপথ %৪+-1/% =a? 02. 


ইহা মূলবিন্দুতে কেন্দ্র এবং ia? — 5? ব্যানার্দ-বিশিষ্ট একটি বৃত্ত। 


< 
215 | Interpret the cases when b° 3 a°, 
7. ব্যাস (Diameter) | 
ব্যাস বা y=mato রেখার" সমান্তরাল ANGA একদল 971-1 


মধ্যবিন্দুসমূহের সঞ্চারপথ y= 2a 


am 


দ্রষ্টব্য । y= mete এর সমান্তরাল জ্যা-সমৃহকে সমদ্বিখগুনকারী ব্যাসের 
সমীকরণ у = тул হইলে, 
а 


mm = a 
8. প্রতিযোগী 41 অনুবন্ধী ব্যাস (Conjugate Diameter) | 
у= тх এবং у = тут ব্যাস দুইটির প্রতিযোগী হইবার শর্ত £ mm, = Da: 
9. (xs, уч) বিন্দুতে সমদ্বিখপ্ডিভ জ্য1-এর সমীকরণ : 


লা নিল তিন Ys", 
m 00077 TET 


уз. স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


10. পরাৰৃত্তের উপর অবস্থিত বিন্দুর স্থানাঙ্ক একটিমাত্র চলরাশি- 
দ্বারা প্রকাশ। 
এরর -% ৪ পরাৰৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
(a sec 9, b tan 9). 


(a sec 0, b tan 6) বিন্দুতে স্পর্শক : 4 sec 0— Y tan 0=1. 


49. SFIR =F=ri=r | 

কোন পরাবৃত্তের TOUS অক্ষ এবং অনুবন্ধী অক্ষ যথাক্রমে অন্য একটি 
পরাবৃত্তের অন্বন্ধী অক্ষ ও fee অক্ষ হইলে, দ্বিতীয় পন্বাবৃত্তটিকে প্রথমটির 
অনুবন্ধী (Conjugate) পরাবৃত্ত বলে। 


[A pair of conjugate diameters of a hyperbola are also conju- 
gate with respect to its conjugate hyperbola, ] 


2 2 
y=m 2 এবং у = men ব্যাস দুইটি a pal পরাবৃত্তে অনুবন্ধী ; 


2 
Mims = ৫" SER 


আবার, З পরাবৃত্তে a° স্থলে аз এবং b° স্থলে -р° লিখিয়া উহার 
অন্থবন্ধী পরাবৃতে Ly পাওয়া যায় ; অতএব, 9 ব্যাস দুইটির এই 


"ETSI 7191908 পর ্পর WESS! হইবার «4 
155৮2, 


(1) হইতে দেখা যায় এই শর্ত সিদ্ধ হইয়াছে। ... ব্যাস দুইটি অনুবন্ধী 
পরাবৃত্তে পরস্পর ALTA | 


পরাবৃত্ত ১৩১ 
411. অসীলা (Asymptotes) | 
পরাবৃত্তের সমীকরণ SEDET হইতে BA যে, 3 পরাবৃত্তের উপর 
অবস্থিত কোন বিন্দু (z, y) এর 


সকল অবস্থানের 998 2, >}; - (1) 

এখন, 25 - V eo দ্বারা এ — 20 এবং £ + 0 0 commit সরল- 
стая সুচিত হয়। স্পষ্টই, এই সরলরেখা-যুগ্মের উপর অবস্থিত কোন কোন 
বিন্দু (m, y) এর সকল অবস্থানের 995 

তর, . (9) 

এখন, #919081 উপর অবস্থিত m gate কোন বিন্দুর কোটি, 
মনে কর, % ; 

এবং সরলরেখা-যুগ্মের উপর অবস্থিত m ভুজবিশিষ্ট কোন বিন্দুর কোটি, 
মনে কর, n. 


(1) হইতে, > 5,5; 
(9) হইতে, M Ty 


পা ma .. (3) 


১৩২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 

এখন, মনে করা যাক পূর্ববৃষ্ঠায় অঙ্কিত চিত্রের ন্যায়, m, n, %' ধনাত্মক | 
তাহা হইলে, (3) হইতে, >п, এবং (m, n) В E = % =0 এর 
উপর অবস্থিত হইবে ; 


এবং (m, М 5-1 1 এর উপর অবস্থিত বলিয়া, 
শব (0-1): 


m^ m 
MET EC sei ij mp sey 


2 
а M7 


yi (4-20 
Dale (lng Se в) 


[ m > a ধরিয়া, (1 — a*/m*)3 কে faeit উপপাদ্য- সাহায্যে, 
একটি অভিসারী অসীম শ্রেণীতে সম্প্রসারিত করিয়া] 


MOM ү, ***, (একটি অভিসারী অসীম শ্রেণী )। 


এখন, m -> হইলে, স্পষ্টই (n= n) — 0. 
অনুরূপ পদ্ধতিতে প্রমাণ করা যায় যে, 
(m, n) বিন্দুটি পরাবৃত্তের চতুর্থ পাদে অবস্থিত শাখায় অবস্থিত হইলে 
m—> = হইলে, (»/-5) 0; 
(m, n) বিন্দুটি পরাবৃত্তের দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত শাখায় অবস্থিত হইলে, 
m>- © হইলে, (иһ) — 0 ; 
এবং (m, п) বিন্দুটি পরা বৃত্তের তৃতীয় পাদে অবস্থিত শাখায় অবস্থিত হইলেও 
m>- = হইলে, (п-п) > 0. 


aalge ১৩৩ 


দেখা যাইতেছে, 25 - 5 =0 ছারা চিত সরলরেখাছয় সীম tare. 


যুক্ত কোন বিন্দুতেই পরাবৃত্তটিকে ছেদ করে না; কিন্তু ৫-অক্ষ বরাবর m এর 
ক্রমবদ্ধমান মানের জন্য সরলরেখা-যুগ ক্রমেই পরাবৃত্তটির নিকটবর্তী হয় 
এবং %-অক্ষ বরাবর ইহার খণাত্মক দিকে % এর ক্রমবর্ধমান মানসমূহের 
99, অর্থাৎ, % এর ক্রম-ক্ষীয়মাণ মানসমূহের জন্যও সরলরেখা-ুগ্র ক্রমেই 
পরা gef নিকটবর্তী হয়। কোন রেখা (curve) এর ক্ষেত্রে, এইরূপ গুণবিশিষ্ট 
সরলরেখা 91 সরলরেখা সমূহের অস্তিত্ব থাকিলে, Ge সরলরেখা বা সরলরেখা- 
সমূহকে এ রেখা (০৪৮০)-এর অসীমপথ (Asymptote) বলা হয়। বর্তমান 
ক্ষেত্রে, 

Z-5-0 অর্থাৎ, y=+ By. 
সরলরেখা-যুগ্ 5 - h =1 9919091 অসীম পথ। 
TII () অসীমপথ-যুগল পরা বৃত্তের FANT] ; 

(i) অসীমপথ-বুগলের প্রবণতা (m)= + 


т? = к, 

অনুসিদ্ধান্ত। পরাবৃত্ত এবং তাহার অনুবন্ধী পরাবৃত্ের অসীমপথ 
একই। 

412. A3 Salers বা সম Halas | 

সমাক্ষ বা সম পরাবুত্ত (Rectangular or equilateral hyperbola)-<# 
সংজ্ঞা পূর্বে অনু, 473 এ বিবৃত হইয়াছে। দেখা গিয়াছে, ইহার 

সমীকরণ к*—у% = ০৪, এবং উৎকেন্দ্রতা ২/9. 

a” — y? = a° সমাক্ষ পরা বৃত্তের অসীমপথের সমীকরণ 

@*-у%=0 বা у= tg. 


alc 


2 2 
এই সমীকরণ, 7, - ত = 1 এর অপীমপথ у= + > z-4 Ь=а বসাইয়াও 


পাওয়া যায়। 
সমাক্ষ পরাবৃত্তের অসীমপথ-যুগলের প্রবণতার গুণফল =1 *(- 1)= -1 
বলিয়া এ অসীমপথ-যুগল পরস্পর লম্ব। 


үүр а OO 
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413. ёа rae | 


В]. 1. Find the equation of the hyperbola, referred to its 
axes as axes of co-ordinates, 


(i) whose transverse and conjugate axes are respectively 
8 and 6; 


(ii) whose conjugate axis is 12 and the distance between 
whose foci is 20 ; 


(iii) which passes through the points (2, 1) and (8, — 2). 
(i) এস্কলে, 2a —8 এবং 9b=6; 2. a—4 এবং Ь=3. 


নির্ণেয সমীকরণ 2 - at বা 9x? 16у2= 144. 


(ii) এস্থলে, Qb=12; .. 5-6; 
এবং নাভিদ্বয়ের দূরত্ব -9৫০-90; 2. ae-10. 
এখন, 02 =a (e° _ 1) =a7e? - a? ; 
-. 86=100-a7; .. a?=100-36=64. 
facta সমীকরণ 2 ete বা 360° — 64у° =64 x 36, 
বা 9x? -16y? —570. 


(ш) মনে কর, পরাবৃত্তটির সমীকরণ 2, D Us 

পরাবৃত্তটি (2, 1) এবং (3, - 2) Abo বলিয়া, 

4-4=1 

a 

< Aan 

সমীকরণ দুইটি সমাধান করিয়া, a* = 4, ৪ 
fete সমীকরণ =, 

বা, 3x2-5y2=7. 


উদ. 2. Find the equation of the hyperbola, referred to its 
axes as axes of co-ordinates. 


পরাবৃত্ত ১৩৫ 


(i) whose one of the foci is (2/15, 0) and the eccentricity 
A$ ; 

(ii) which passes through the point (5, – 3) and has the 
2410. 


eccentricity 


(i) এস্থলে, e এবং ae — 2/15; 
লিনা 57387777111 а) 
এবং b*-a*(* = 1) = 86($ — 1) - 36. үү e (8) 
(1) এবং (9) হইতে, পরাবৃত্তের সমীকরণ ©. 

বা, 2х°-8у®=79. 
(ii) মনে কর, পরাবৃত্তটির সমীকরণ 5 NS s (1) 


পরা বৃত্টি (5, — 3) বিন্দুগামী বলিয়া, 2 2i -1 КИ 


আবার, e os 24m, 


5 -Qum 20) в 


36 2472 


5 
2 

বা, = বা = 34 + (8) 

9 


(2) এবং (8) হইতে, 2 = ভু 2=1, বা) a° 726—157 10, 
এবং (3) হইতে, 0° = 24" i 


(1) হইতে facta সমীকরণ © s - =], 
বা, 3х2 – Бу? = 80. 
উদ. 3. Find the equation of the hyperbola having the point 
(— 9, 3) as focus, 5 ав eccentricity and the line 3¢-4y-5=0 as 
directrix. 


মনে কর, পরাবৃত্তের উপর অবস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (z, y). 


১৩৬ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
নাভি হইতে এই বিন্দুর দূরত্ব ২/(০2)5+0/-8)2 
= 425+%524-68538. 


নিয়ামক হইতে (2, y) বিন্দুর দূরত্ব = ea 8- a 5; 


с. পরাবৃত্তের উপর (z &) বিন্দুর সকল অবস্থানের জন্য নাভি হইতে 
(z, y) বিন্দুর দূরত্ব-০. [নিয়ামক হইতে (z, v) বিন্দুর দূরত্ব ] বলিয়া, নির্ণেয় 
পরাবুত্তের সমীকরণ 

ই 
বা, উভয় পক্ষ বর্গ করিয়া, z? ++ 4% - 6у+13= (83% — 4y- 5)? 
= 9z* + 16y? + 25 - 94zy — 302 + 40у, 

বা, 8x?+15y? -24xy -34x+46y+12=0. 


Srl. 4. Find the latus rectum, eccentricity, the co-ordinates 
of the foci and the equations for the directrices of the hyperbola 


z* — 4y? — 16. 
g? 
পরাবৃত্বের সমীকরণ c? - 4y? ₹16, বাঁ, 2 16 78৮1) 
FAA, a? =16; V. a=4; এবং 0° =4, 
=2 94. 
নাভিলম্বের দৈর্ঘ্য = EL 
ЫЫ 4 2/5 
উৎকেন্দ্রতা eae NITE 2 
নাভির স্থানাস্ক (жае, 0), অর্থাৎ, (+ 12 145,9) 
অর্থাৎ, (+2 /5, 0). 


36 it- sp- 4y- 5, 


8৬১১৮ 4 «835. 
নিয়ামকের সমীকরণ л= + e tae. + =, 
4 


উদ]. 5. Find the (i) transverse axis, (i) conjugate axis, 
(iii) eccentricity, (iv) co-ordinates of the centre, (v) co-ordinates 
of the foci and (vi) the equations of the directrices of the 
hyperbola 4z? ~ 9y? - 162 – 54y — 101 =0. 
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প্রদত্ত পরাবৃত্তের সমীকরণ 4z* — 9y* -162-_ 549-101 =0, 
বা, (4%*-16%+16)-(9y* + 54y +81) — 36, 
বা, (9-4) - (8y +9): =36, 
বা, 4(c—9)* – (y 3)? = 36, 


(2— 9)? _(и+ 8)? _ 
3 পট 


পরাবৃত্তের সমীকরণ হইতে, স্পষ্টই a =3, 5-72 ; 
(i) RIF অক্ষ- ৪৮67 (i) ҸӘ অক্ষ- 9৮4) 


(iii) чне = 4/142 = 4/14 3 = was 


(iv) Кебе অক্ষের সমীকরণ y+3=0, 
এবং অন্ুবন্ধী অক্ষের সমীকরণ z-2-0; 
কেন্দ্র এই ছুই অক্ষের ছেদবিন্দু বলিয়া, উহার স্থানাঙ্ক (2, a 
(у) নাভিদ্বয় বদ্ধিত তির্যক্‌ অক্ষের উপর কেন্দ্রের উভয় পার্শ্বে অবস্থিত, 


এবং কেন্দ্র হইত উহাদের দুরত্ব ase 8. Jis. 
এখন, feos অক্ষের উপর অবস্থিত বলিয়া নাভিদ্বয়ের উভয়েরই 
কোটি -B8i 
আর একটির ভুজ 2+ J13 এবং অপরটির ভুজ 2- J18. : 
নাভিদ্বয়ের স্থানাঙ্ক (2+ /138, - 8) এবং (2 — V13, - 3). 
(y) নিয়ামকদ্বয় э অক্ষের সমান্তরাল, অর্থাৎ, উহার! 2-2=0, 
অর্থাৎ, z= 9 রেখার সমান্তরাল । আবার, উহার! অন্থবন্ধী অক্ষের উভয় পার্শ্বে 


অবস্থিত এবং এই কক্ষ হইতে উহাদের দুরত্ব কেন্দ্র হইতে উহাদের দূরত্বের 
সমান। অতএব, 


JST road 
60% d 18/3 19:018 

নিয়ামকদয়ের সমীকরণ 

naar 913, অর্থাৎ, 19x =26+9 V13, 


এবং ৮-- gais, অর্থাৎ, 18х=26—9 V13. 
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Bel. 6. Find the points of intersection of the straight line 
2a + 5у = 4 with the hyperbola 4c* _ 5y? = 16. 


সরলরেখার সমীকরণ ৫. - Sy +4; 5j = 6) 
S. বর্গ করিয়া, 4৮৭ (-৮%+4), 
পরাবৃত্তের সমীকরণে, 42 এর এই মান বসাইয়া, 


(-8%+4)2_ 5y? =16 41 90y* – 40y = 0, 
বা, y?-2y=0, বা, y(y-2)=0 ; 


y=0, 2. 

y =0 হইলে, (1) হইতে, 97 = - 5.0+4=4; 
2-72; 

у=9 হইলে, (1) হইতে, ৮ -5,2+4= -6 ; 
m= – 8. 


facta ছেদবিন্দুর স্থানাস্ক (2, 0) এবং (- 8, 2). 
Bel. 7. Show that the straight line 3z — 4y-- 2-0 touches 
the hyperbola 9 — 2? =4 and find the point of contact. 


সরলরেখার সমীকরণ হইতে 2- 023 e . (0 


পরাবৃত্তের সমীকরণে বসাইলে, সরলরেথা ও পরাবৃত্ের ছেদবিন্দুর কোটি- 
নিৰ্ণায়ক যে, 


শি 2 
(52) -9у2 = 4, বা, - y? - 16y- 32 — 0, 


বা, y'*8y*16-70, বা, (৮+4)-0 <. - (9) 
feats সমীকরণটি পাওয়া যায়, তাহার шч অভিন্ন, দুইটিই - 4 বলিয়া, 
সরলরেখাটি পরা বৃত্তটিকে স্পর্শ করিবে। 

(2) হইতে দেখা যায়, স্পর্শবিন্দুর কোটি y= - 4; 


(1) এ y এর এই মান বসাইয়া, 2-0-2. =6, 


facta স্পর্শবিন্দু ( — 6, 2). 


Sei. 8. Find the equations of the tangent and the normal 
to the hyperbola 82° – 8y” = 16 at the point (4, — 9), 
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স্পর্শকের সমীকরণ, 32.4 — 8%(- 2) =16, 
বা, 3xt+4y=4, 
এই সমীকরণ হইতে দেখা যায় স্পর্শকের প্রবণতা (m) = — 3. 
অভিলম্বের প্রবণতা হইবে 4, 
[^s অভিলম্বের প্রবণতা * (—- 3) = -1. ] 
অভিলম্বের সমীকরণ, (+2)-$(৫ 4). 
বা, 4х- 3у= 22. 
B= L এ (৮২, у) এর পরিবর্তে প্রদত্ত বিন্দুটির tats বসাইয়াও 


9i Yı 
2 


a 
অভিলম্বের সমীকরণ পাওয়া যায়। 
©]. 9. Find the equations of the tangents to the hyperbola 
42° — 9y* = 36 which are parallel to the straight line 
5a—6y+8=0. 
পরাবৃত্তের সমীকরণের উভয় পক্ষকে 86 দ্বার! ভাগ করিলে, 
2 s 
$7471 
a* 29, b 24, 
প্রদত্ত সরলরেখার সমীকরণ 6/=52+8, বা, y $2 +$; 
উহার সমান্তরাল যে-কোন সরলরেখার সমীকরণ 
1৮ 
ইহাতে m = $. ... 
এই সরলরেখা, পরা বৃত্তটির স্পর্শক হইলে, 


c! -a*m* —Ъ° =9.(@*-4=-че--4=Аф-4={. 


c= +š. 
প্রদত্ত সরলরেখার সমান্তরাল MACHA সমীকরণ 
ym-$zt$ এবং 978০০, 
বা, 5x 6y+9=0 এবং бх - 6y -9 = 0. 
উদ]. 10. Find the equation of the diameter of the hyperbola 
45° — 5y? =60 which bisects all chords parallel to 3r - 5y +8= 0. 


১৪০ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
‚ উভয় পক্ষকে 60 দ্বারা ভাগ করিয়া প্রদত্ত পরাবৃত্তের সমীকরণ 


রূপে লিখিলে দেখা যায়, a° = 15 এবং b? = 19, 
আর, সরলরেখার সমীকরণ y — so + g রূপে লিখিলে দেখা যায় m=. 


প্রদত্ত সরলরেখার সমান্তরাল জ্যা-সমূহ সমদ্বিধগুনকারী ব্যাসের- 
সমীকরণ 


বা, 4x-8y-0. 


উদ. 11. Show that the diameters 3g- Ty=0 and 3y = 4 
are conjugate with respect to the hyperbola 45 — Ty? = 98. 
উভয় পক্ষকে 28 দ্বারা ভাগ করিয়া প্রদত্ত পরাবৃত্তের সমীকরণ 
g? y? 
1 


TEE 
রূপে লিখিলে দেখা যায় a2 — 7, 52 = 4, : 
আর, ব্যাস দুইটির প্রবণতা m = $ এবং mi = $. 


2 
এখন, пт bx gag ale, 


ব্যাস দুইটি পরস্পর অন্থবন্ধী | 
Cyl. 12. Find the equation of the chord of the hyperbola 
32^ — 4y? =86, which is bisected at the point (6, 1). 
পরাবৃত্তের সমীকরণের উভর পক্ষকে 36 দ্বারা ভাগ করিয়া, উহাকে 
হি 
127 9 
রূপে লিখিলে দেখা যায়, a? =19, ৮? =9. 
এখন, মনে কর, জ্যা-টি (6,1) বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত, অতএব, (6, 1) 
বিন্দুগামী নির্ণেয় জ্যা-এর সমীকরণ 
y-1-m(r-6) se - (1) 


পরাবৃত্ত ১৪১ 
এই জ্যা-এর মধ্যবিন্দু, অর্থাৎ, (6, 1) বিন্দুগামী ব্যাসের সমীকরণ 


মম) 


V^ m^ om^ Am 
এই ব্যাস (6, 1) বিন্দুগামী বলিয়া, 1 = 11-6, 


বা, m=7$. 
+". (1) হইতে, Arfa জ্যা-এর সমীকরণ 
y-1=$(e-6), বা, 9х-?у= 52. 


ersten 6 


1. Find the equation of the hyperbola, referred to its axes as 
the axes of co-ordinates, 
(i) where transverse and conjugate axes are respectively 


6 and 5; 
(ii) whose conjugate axis is 2 and the distance between 
whose foci is 2 5 ; 
(11) which passes through the points (— 2, 1) and (3, — 4/5); 
(iv) whose one of the foci is (— 6 V2, 0) and the eccentri- 


ELM 
ee 


СУ —— 

(v) whose transverse axis is 8 and whose eccentricity is $; 

(vi) which passes through the point (4, Z) and has the 
eccentricity #; 

(vii) whose conjugate axis is 5 and which passes through 
the point (5, 39) ; 

(viii) whose latus rectum is ? and whose eccentricity is $ ; 

(ix) whose transverso axis is 4 and whose vertex bisects the 
distance between the centre and the focus. 

2. Find the eccentricity, the length of the latus rectum, the 
co-ordinates of the foci and the equations of the directrices for 
the hyperbola 

(i) 22 - 4? =16 ; (ii) 522 — 4y* =20 ; 
(iii) 110° — 9585 = 275. 


১৪২ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


3. Find the (i) transverse axis, (ii) conjugate axis, (iii) eccen- 
tricity, (iv) co-ordinates of the centre, (у) co-ordinates of the 
foci and (vi) the equations of the directrices of the hyperbola, 
92° — 16y* — 182 — 64y =631. 


2 2 
4. The hyperbola f; -#к=1 passes through the point of 
& b 


intersection of the line 2%- 3y+2=0 and 2%- 9у = 98 and its 
latus rectum is 6 ; find a and b, 

5. For what value of 4 does the hyperbola Aw? — 5y*=4 
pass through the points (+ 9, 0) ? 

Find (i) the length of the latus rectum, (ii) the length of the 
two axes, and (iii) the eccentricity of the hyperbola. 


6. Find the equation of the hyperbola, with reference to its 
axes as axes of co-ordinates, which meots the straight line 
6a — 5y = 3 on the axis of z and whose eccentricity is $, 


7. Find the co-ordinates of the points of intersection of the 
hyperbola 90% – 3y* =5 and the straight line 2% + 8y=1. What 
is the position of the middle point of the chord intercepted by 
the hyperbola on the straight line ? 


8. Find the equation of the hyperbola having one of its foci 
at the point (3, —4), 42 as eccentricity and the straight 1109 
6a=8y+5 as the directrix, 


9. Show that the straight line 
(i) 22 — 8y +6 =0 touches the hyperbola 2x? – 9y? = 36 ; 
(ii) 8a 8у = 9 touches the hyperbola 5a* _ 36у? = 180, 
Find the point of contact in each case. 


10. For what value or values of m will the straight line 
5y= mc – 9 touch the hyperbola 7z* — 16y* = 119, 


11. The straight line 42- 30+ 9 =0 touches the hyperbola 


з 2 
aa - p = 1 whose eccentricity is $. Find a and b. 


পরাবৃত্ত ১৪৩ 


12, Find the equation of the tangent and the normal to 
(i) the hyperbola 52? —8y? = 40 at the point (4, —5); 
(ü) the hyperbola 32° _ 4у° = 48 at the point (— 4, — 3). 
18. Find the equation of the tangents to the hyperbola 
(a) 22 -9y2=9, which are parallel to the straight line 
5a-9y+8=0; 
(b) 80° —9y? =72, which are perpendicular to the straight 
line 2% + 8y+8=0; 
(с) 5a? —7y? = 35, which make an angle of 60° with the 
positive direction of the axis of 2. 


14. Show that the straight line 10% + 3y = 0 bisects all chords 
of the hyperbola 5a” —8y? = 40, which are parallel to the straight 
line 8a + 16y+8=0. 

15. Show thatthe straight lines 77-Sy=0 and 4» —5y — 0 
are conjugate diameters with respect to the hyperbola 
Tæ? _ 102 =70. 

16. For the hyperbola 162° – 90° = 144, find the equation of 
the diameter which is conjugate to the diameter whose equation 
is = 9y. [ O. U. B. A. & B. Sc., 1946 ] 

17. Find “the equation of the chord of the hyperbola 
да? — 5y? = 60 which is bisected at the point (5, 3). 


18. Find the equations of the asymptotes of the hyperbolas 
(i) 42° — 9y* = 86; (ii) z* — y? = 25. 
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উত্তরমালা 
বীজগণিত 


প্রশ্নমাল। 1 
1. 0) বাস্তব, অমুলদ এবং অসমান। (9) কাল্পনিক এবং অসমান I 
(8) বাস্তব, মূলদ এবং অসমান। (4) বাস্তব ও সমান। 
(5) বাস্তব, অমূলদ এবং অসমান I (6) কাল্পনিক ও অসমান। 
(т) বাস্তব, মূলদ এবং অসমান। (8) বাস্তব ও অমূলদ এবং 
অসমান | 
8. +19. 4. 8. 5. 0,3. 


প্রশ্নমাল। 2 


a з 2.9 T 
1. 0) 07 40070 + 80107, (у Gale P) Pis, 
(iii) EE 


(iv) (৮* = 2৮2০ fare) Alb? — 4ac ч 


0) (b? — 2ac)b* = ote +а?с?), 


(vi) blac — b°)(b? 2৪০ Мй-4ао, (і) -k 


{ш р ma dall 
a a 
в) ৫৮4০১৮৯৪৮০১), (এ) bor (300-0); 


EE — Aab*c + a?c*) 


„у 0* — 4ab?c- 9a^c* „у ba 
(xii) ate ; i) ж 


г (09 — 2ac)(b4 — 4ab%e + aro? -3b 
quip) = Back m e) yai 


2 বীজগণিত 


4495০42৫৭০৪ , 


(xvi) ae? t (хуй 


(xviii) Bate- >) 7—4 


(xix) blac — b*)(b* == Зас) „2440 | 


ас ч 
б — b+ 4৪-22৮5-,1-৮-/8হ-752৮৭ 
(xx) Gr i e X রা } 
2. - 7 8. (Ü р-а; (ü) —p°+3pq+q; 
(ii) ре -4p%q +39? ; (iv) 25589; 


q 
st 
(0 1-p*p'-q-pq*q*; (и) 23227 
(vii) —p(p? — 4q)(p* — ay/a. 
EAM" 4 _ 472 2 £ — 49? a 
4090 CE S906, qi) 2p 30^ ; (шу pi tora Ba? 
(b) 2. 


b ; э Кү» 
6. =, 9.() 9(p°-—9q)+9(9?-39q)- pp. (i) 99 - 9g -рр. 


2 y ৫+9) ২, ša 
10. (b) 9р? =9q. 14. (ii) r^ s 16. k=0. 


18. বীজদ্বয় 705 VFO - 4p, 
š 2 


প্রশ্নমীল। 3 
1. (i) z° —19z + 85 = 0. (i) 2° —72-18-0. 
(iii) 22 +82+15=0. (iv) z? - 4r - 77 -0. 
2. (i) ©? 72-19-70 ; p=3, д=4. (i) z*—22-15; р=5, 
а= -8. (ii) а*+6бл+8=0; p= -4, = _%. 


(iv) 2*-67*2-0; p=3- JT, q=8+ JW. 

(у) a -5e+6; p23,q-9. 8, (i) 80° — 652-870. 
Gi) 162° - 1282 + 255 = 0. Gii) 40° +50+1=0, 
(iv) 42% +4+1 50, ` (v) 4a? - 197 +5 =0. 


উত্তরমাল! ° 


4. (i) ах*—(р*—2а)ж+а=0. 
(ii) 2° —2(p? – 2q)a + p° x (p? _ 49) =0. 
(iii) z22-p°e+p°q=0. 5. к? -– 50x 49-0. 
6. (i) 2? — pz + 9q — 2р? =0. Gi) ах? - (p +৫)০+৫-0. 
(iii) 2° — (m + n)pz + тр? — 9q) + дт" +%2) = 0. 
(iv) az* - (р? — 2q)(q+ 2)z + »* * e? - q =0. 


(v) z?-pzr*9- 0. 7. qx? - 9pz + 4 —Q. 
8. (i) a?z*? — (b? — 2ac)z + c° = 0. (ü) ৫৭০০ + a(b + 2c)z 
+c(at+b+c)=0. (ii) (e+ a)? =0. (iv) a?z* + abl + me 


+(b? —Qac)m+aclL+m*)=0. (v) acz? +bla + c)e+(a+a)*=0. 
11. 62° -52+1=0. 12. 7? - 2+1=0. 13. z?*241-0. 
14. Тї সমীকরণ ও প্রদত্ত সমীকরণ একই | 

2১861 


16. a? p? 19. 2*- 624-0. 

20:1) 1. (ü) 5. (iii) 19. (iv) ৪. 

21. 42° 32x t 63 — 0. 22. cz? – 52 + a= 0. 
арт) 4 


1. (a) 4, 38. 4. (be + саў +d) + (са — са)? =0. 
5, (ba — b' at — bo) = (cc — аа). 6. (ра —p'a)(p' - p) = (gq - a)". 


7. а=0 বা 24. 10. a+b=0 যখন m? +140. 
14. m= +10, ` 15. (40+ 2y — 8)(2a - 8y+ 6). 
প্রশ্নমালা 5 
1. (a) ধনাত্মক ; (9 ata; (о) ধনাত্মক ; (a) ধনাত্মক; 

(9 «mim 1 8. z এর এরূপ কোন মান নাই। 


Б. & এর মান 8 এবং 5 এর 304911 T. -$<a<# 

9. (а) -—з%.т=%. (9) ₹ই,০-$- © $, e=. 11 (a) 8,т=8. 
(9 To=}. ( 6 e=}. 12. 28. 15. $ এর 5 এর মধ্যবর্তী | 

17. চরম মান-4 এবং অবম মান= – 5. — 22. চরম ও অবম মান যথাক্রমে 

$ এবং 1. 


৪ : বীজগণিত 


প্রশ্থমাল। 6 
1. 151200 ; 19958400 ; 720 ; 40320 ; 720. 2. 30. 
3. 720. 4. 40319. 5. 56. 6. 840. 
7. 462. 8. (a) 6. (b) 8. (c) 9. 
(a) 4. (9 m=8, n=2. 9. 11880. 


10. (i) 2016; (ii) 8094. 11. 720; 120; 24; 600; 96. 
12. n(n- 1(n— 9)::: (n — m+ 1). 13. 80640. 


14. 2(n- 1)(m — 9)---:..8.9.1, 15. 576. 
16. 4390. 17. 1440. 18. 19, 
19. 90790. 20. 4390. 21. 864. 
22. 34560. 23. 196. 24, (a) 9908040. 
25. 399168000. 26. 382640. 
27. ы a 28. 6. 29. (a) 910; 
(b) 940. 80. 940. 31. 195, 
82. 36. 33. 154. 
প্রশ্নমাল! 7 
1. 19600; 17550; 341149446. 9. (n-1) 
&т=8;%=10. 5. n715,r—10. 
8. 455. 9. 910, 84. 10. 36. 
11. 990. 12. 190, 171. 13. 190. 
14. (i) win), (ii) җ@—1)(%—2)/6. 15. (i) 4.fn(n-1) 
= m(m — 1) + 29}. (ii) tiln- Dn = 2) — m(m – 1)(m — 2)}. 
16. 1880. 17. 95. 18. 387600. 
19. 59850. 20. 441. 91. (i) 792; 
(ü) 5940. 22. (i) 196 ; (ii) 252. 23. 344. 
24, 990. 25. 30030 ; 20020. 26. 68. 
27. 81600. 28. 294. 


30. 40320. 31. 8436, 32. 144000. 


উত্তরমাল। ৫ 


= өп 8 
1. 4315; 914135. 2. 10; 99378. 8. 70; 35. 
প্রশ্নমীল! 9 
1, 60. 2. 5040. 8. 7560; 60. 
4. 189/15-04)206)5. 5.0) 60; (i) 36. 6. 4540535999 ; 
605404800 ; 9979200. 7. 9519. 8. 21599. 
9. 1960. 10. 27720; 280. 11. 50. 
12. 8400. 13. 7 বা ৪. 14. 843. 15. 243. 
16. 16384. 17. 6144. 18, 12902400. 
19. 729. 20. m^. 
প্রশ্নমাল! 10 
1. 362880. 2. 60. 8. 9880. 4. (4n? — 6n- (8n - 9) 1. 
প্রশ্নমাল| 11 
1. 63. 2; 197; 8; 85 4. 979.. Б. 190. 
8. 954. 9. 352716, 
প্রশ্নমালা 12 
2. n=b(c—a)/(b? —ac), т = а (c— b)/(b? — ac). 8. п", 
4. 13305600. 5. 4309900. 6. 950. 7. 10648. 
8. 498015. 10. 59. 
1 (m+n)! 
18. 60. 14: аг 15. 42. 16. 2190. 
17. 160. 18. 150, 9510. 19. 315. 20. 159. 
21. (i) 60; Gi) 3255. 22. 76076. 
ebay lal 13 


1. (a)(i) a® +1945 + 602^ b* +16045)5 + 240a?b* + 19925 + 645^. 
(ii) a° — 1965241804৭ — 640৭০ + 1915a?z^ — 1458az* 


DEL E 
+ 79959. (iii) at +6a* +15а° +20+ ^s 705 Tos 


XI—E.M. 30 


৬ বীজগণিত 


দির রি 185 243, 729 
(iv) ae 5077৮ ও 


(b) 9z5(1 10у + 5y?). 2. (i) 64০ _ 96a* + 36a? — 9. 
(ii) – 938. 3. – 220229. 4. —190z5,y'*. 


Z. 4 
Б. 21200. 6. _ 259. 7. 84255, 


8. 210c**. 10. "Оу", যখন m $ n. 


-r _ ati _, Bn 1, 
п. (-1)" Чате 12. тав а" 


14. 4106.1) 15. 959. 16. (i) 95 
(ii) mtn, 
[mn 

19. (i) (a) 0494. (b) 1262, 


17. 4433. 18. 150. 
=126, 


(e) (= Oe Ts 101. 


eo 


aq nti 
20. pei + antag, = E 87776 এ Tu 


2n-27Tt1 ntl 2n-2Tt1 
qmi, 0 b . anti, .& š 
Б Cr panari tct нт! সাধারণ পদ = брап-ат+ї 


AGATA (/+1) তম এবং (n+) তম পদ যথাক্রমে кч ы 


এবক ৯২০8 ০5) ০1251558858) РЧ 
৮০ sts — tín = De 4) 3, 
প্রশ্নমাল। 14 
1. (i) 3432. Gi) 489888. 2. 3°.25.|14/L5.[9. 
3. (i) 7 তম। (ii) 5 তম এবং 6 তম। 4, (i) 48, 
(ii) 56229888. (iii) тїт. 
প্রম্মমীল। 15 
1. 2#°-1. 2. (a) 925. 8. 11. | 
6. a=2, c=8, п= 5; 7. z=1,a=29,n=7T. 


26. (i) 96059601. (ii) `996. 


12/35 2, $. 9. 8%. 4. š. 5. 103. 
6 nuo 82» ae es) 


10. т.  11.() ts (i) 125 Gi) Үк; (iv) # 

в. at 161 171 
প্রশ্নমাল। 17 

1. (a) 1+4 абаб O হি gest - get 


2. (a) 1+6r+ 240" — + 
т 8ш” 355 
0) 1+ ат 198 


(с) 1 ++ 902 43854518505 8. Doe dz?-g4kxj + = 
4, (+e tie? + iim) 
5. (а) 3a? +204 лге кы T al ш с 


1.70.91, 1709 Ф 
(0) 1- 6° +49" — 19967 * 311047 


8 
3.71.11.15. 19.93.97.5". 

7. (a) ar T (6) 9". 
.8. (a) 1- 2w- 2g? - 4g? — + (b) 1144 sha? + бту 
1. We EC _ (p= 0(9р - 1)(8р- 1)::-(7-1.р- D, 
9. af 9562 10. Ir - 2”. 
1.5.9++-(4r — 3) Ж 7.9.11....(2r +5) ç 
11. Mr 12. Е р. et. 


22779. 1.4,7.10....(8r— 5) ut 


18. (-1)% EL 1 8৮ i-i 1 


৮ বীজগণিত 


5 _ 85 
14. ——a 7578, 15. - 184875, 


et 140° ~} 1.4.7.-.(8r—9) 2" 


17. (৫) (n+ 1)(Qn + 10041). 6 g. 1) চো, 
LI n^ ce Urea 
ü 
(в + 1)Qn+1)(8n+1)--f(r-1)n+1} , 
( হরি TENEN of 
258.11.481) (2)" 
Ir 3/7 


18. 22. 4th. 


প্রশ্নমাল। 18 
তৃতীয়। 2 18 তম। 8, দ্বিতীয় । 4, চতুর্থ এবং পঞ্চম । 
তৃতীয় | 6. G) 331 Gi) নবম। 
` 7. প্রথম ও তৃতীয় | 


PN 


প্রশ্নমাল। 19 
1. 199776. 2. 10099. 3. (i) 1959. (ii) 999৭. 
(iii) “990. 4. 914138. 5. 501329. 6. 999333. 
7. 1— 44a. 8. 1- 5592 


প্রশ্নমাল। 20 
fem 2:504 218.25, 4. T+ D+ 2)(r 3). 
5. (i) 191; Gi) E 6. এ. 
1.(05; — G)(-2'; — Qi) (-0 4109) 


9. Oiv- she. os 10. 4. — 11 45. 
15. (9. 16. X. 17. 4(2)*~9, 18. + 
19. $ V3. 20. 3/3. 21. 1/64. 


= 


= 


Geran > 


— m 
‚ (a) (7) (9n? + 8» + 9). (b) 4^ — 3^. 88. 4n. 
(n1 n3. ^ 85 —1 — 88. (a) 26. 0 
ar 156. Кен 1), port 15.5....(9"-1), 
т?т এর 355 = টা mertr এর ART 2r. arly 
প্রশ্মমালা 21 
. (a) e+- 9. (b) $e. (0) e?" —e*. 23. 3e.. 
. 4e. 25. 26-4. 26. 2e. 27. 12e- 5. 


. lle. -29. ту. 30. a ha t Mais A T 


? M 32. (355৮-76-20 
Y 1 0 Ета. ЕЯ 
ON J À 0 Б eie Saepe 
le) —— ИИ যখন om 3; tes = শা যখন হই, 
2 E 9 
Pois ТЫ Г — ee, (ii) z- ও ü- ... 
(22)? (22)* 
. (i) 1- 9z + + 
2 13 
(ii) чы Scott 4 ৫ হি 
Gi 119 (22)* (22) , s+ 6z° * 
111) + 14 zu [6 + y 87. (x° + 6 + Tx + Te. 
(оваа ate ds 76 2 


প্রশ্নমালা 22 
. +i +3e° rey tda5 805 da" — +4 + 
৩০" এর সহগ о L (s SAAT) হইলে), ত 3 (m sear হইলে) 


a n 


১০ 


18. 


বীজগণিত 


E. z. PEN 2 ө e) 
2 (e 2+ + g^ + 


19. (a) z +w? +408 +. (b) 3 (2+ 30° + 42° + ১০), 


20. 
22. 
26. 
28. 


n 


re 


= 


13. 


2 2 8 3 
a+b a+} +o 224 21. log, 8.— logs 2. 


-$ logs (1—08). 28. loge $. 24. log,8. 25. $ log, 2. 
(1 — 2) loge (1— 2) +a. 21 Jus -Hoge(1— z). 
2 loge д. 29. 3 loge 2— 1. 80. 28. 


ত্ৰিকোণমিতি 
প্রশ্নমাল। 1 


(i) nx+(- Dis . (ii) 2555 রি . (iii) na + 


4 


(vii) na - (- 1)" 2. (viii) Inn бя, (іх) nn + Эл, 
4 6 


4 
() ann 77. (i) gna- 2+ 3, eis E 


л, 

6° 
iy) пя (— 1525. . (y) апа SE. (81827 

৪ 3 


nai є' 5. (i) nat т (ii) nz + 4 6. n 


eat 


na (—1) 4. 8. na 1 এ বা nn + a, where cot a=. 


nail. 10. (i) iaat- Diy (ü) (Qn +1) 5 


бл л 
‚ +19 বা nati 12, (à. 6 বা (n+) 


(@п+1)6 বা na-(- у, ДА, nz বা ক. Ds 


15. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


80. 


33. 


36. 


38. 


40. 


44, 


45, 


উত্তরমালা৷ ১১ 


O n2 বা ৪5073018700, 92 বা 257 
2ra 2r+1 л Qn 
Spree mene 17. (Ən + 24 বা 2722. 3 
a বা s i 19. © (@n+1)5 বা (Qn +1)5 বা (Qn+ 1)л. 


(ii) (%+1)8 বা (2n. 27 বা (n1 


Inn বা (n+ IF" 21. Ina-a বা (4n- D5 +a. 

лл mn 
пл বা 3° 23. ma, 3l (2m + ew Hol 

a "л, 3m ау % тат, 
(2n Dg; | 25. nat 4 বা 9 wt ( 1) 18 

бл "no 
EA বা matig 27. Inst р 
ana + 27 Aes! Inn - im 29. Ona +72 = i дил К 18' 
ne বা 2na — л +да. ' 81. л.860°; 39. '7 ET 
в 84. nak 85. 7 91 na. 
т বা na বা T 37. e, Anat = 4 বা m- i 
EET 39. চপ siet. 

E -102 74071, 
Inn + 3 41. নি 1) 40 43. 4-9(-1)* 


p = л, = x, = 
(i) 8, যখন n=0. (ii) 19 ia যখন n=0. 


(i)? б, 4X গ্রথমটিতে যখন n-0 এবং দ্বিতীয়টিতে п=1. 


ET ani যখন n = 1, 2, 8. 


ra দ্বিতীয়াটিতে যখন n=O, 1, খণাত্মক মান বাদ RT I 


১২ 

п,ӧл 
46. 8'8 

л 9л 
48. 6 3 
49 yh 
77 
1 


(iii) 0, пл. 


(у) A nm + = 


rt 


cosec * 


(ii) sin" 


вес 


. (0) s: na *(- 1$ 


. (i) sin^* V1-22 tan`! Viza, oot "1 


il 


, এ) 5a 


47. Ë a e BO, 1: 
1027, = ০০7 
fcm b= (% -njat (1 
প্রশ্মমাল। 2 
uy um. Gbara; 
(ii) 61 na (- 1) 6 
(iv) BE, Элл y SA 
(vi) ба, nat у 


+ вес Ad. 
২108 @ 


2 
4, ed $ -1 2.7 
m tan Jeti eot * Jet -1 


(ii) sin^* Te со 


Te 
= + 
совест * e+ 3 


80) 2 
40. (i) 5 


^ 
42. +5 
45. — 492, 


48. + Jsin 98. 


' geo * VoF +1. 

(ii) 

(ii) 1, 41. 13. 

48. š Ë М a+b, 
z3 - l-ab | 

46. 2. 47. a=, y71. 
টি চটি, 
Ja*-1+ 4/8৪-1 


1. 
8. 


1. 
8. 


1. 
5. 
9. 
12. 


উত্তরমাল। ১৩ 


প্রম্মমালা 3 
60° বা 120°, 2. A=90°, B=30°, ০- 10 J3. 
9947, КЕ i ^ 
Sus "Be 5. (i) 210 বর্গ-একক। 
(ii) 12 JIB বর্গ-একক। 41. 4=90°, B= 60°, 0 =30°. 
প্রশ্নমালা 4 
455000 J/3 বর্গ-ফুট। 2. 432/18 মাইল | 
a=6 ফুট, b=8 ফুট c= 10 ফুট। 4. NG. 
eria 5 
0'87006. 2. 078042. 3. 047590. ` 4. 045048. 
111589. 6. 1°21707. 7. 917595. 8. 947894. 


(а) 10700885 ; (b) 10737889. 10. 9218, 11. 537130064. 
463849998, 16384893. 


987020915. 14. '00338134766. 
"7400895. 16. 0'8862934. 17. 11740782. 
40° 47' 36". 19. 34° 27 45". 20. 897580486. 
918673152. 22. 42951 249. 93. 79^51'47"9 
68° 59' 49"6. 27. 100940753. 28. 1027219. 
*6649. 80. 44 9794. 

প্রশ্নমাল। 6 


90733937. 2. 48°11/28", 58^94'43", 7898154 (প্রায় )। 
104°98' 39" (প্রায়)। 4. 52০15114180”, 5. 132° 3437. 
5৮০40110614 (প্রায়)। 7. 78°98 137. 8. 71° 49' ( 43) ! 
48°11'22" 86, 58?24'49"7, 7323/54" 44. 

104°98'39" ( প্ৰায় ), 4673417", 98"57'4". 


প্রশ্মমালা 7 
970875. - 2. T 698692. 3. 172/6430 ফুট | 
1435948 ফুট | Б. 70° 53' 37", 49°6' 28". 
78° 17' 39:6", 49° 36' 20"4. 7. 94° 49' 54", 95° 17 6". 
71° 44' 29°5", 48° 15’ 80" 5. 9. 119° 16' 51", 5° 4319", 


a=1, B=120°, 0= 30°, 


১৪ 


ত্ৰিকোণমিতি 
Фе] ৪ 


1. যথাক্রমে В = 75° বা 105°, C=60° বা 80°, c= V6 বা V2. 
2. B=34° 27' (প্রায়), 0=100° 33’ (প্ৰায় ) I 
3. B=67° 22% 48"5 বাঁ, 119 87’ 11”5 ; C=75° 45' বা, 30° 30' 87”; 


с=91 বা 11. 4. B= 66°52 116 3l, 113° 7 47"1 ; 
0= 88" 7' 48"4 বা 36°59”19”'9 ; e= 10 ফুট (প্রায়) বা, 4 ফুট (প্ৰায়) | 
5. 4°56706 ফুট | 9. (./3+1):9: ২৪. 
10. 64279 : 86603 : 98481. 
প্রশ্নমালা 9 
5. 1419, 10. 339'4 xb 1 
প্রশ্নমাল। 10 
2. rf 3. —'368 (প্রায়)। 
4. 2-38? 10' ( প্রায় )। 6. 17°20’ (প্রায়)। 
7. লেখ IIA ৮-এর মান radians লইতে হইবে | লেখগুলি পরস্পরকে 


মূলবিন্দুতে স্পর্শ করিবে | 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 


প্রশ্নমাল। 1 
1. g’ +y’ = 64. 2. (i) z? +y’ *4z- 12-0. 
(ii) 23-4 y? - 8c 10y 16-0. (ii) т? +y” +8e+ 10y- 8-0. 
(iv) a3 y? — 2az — 9by + ab — 0. (v) z° + y* — 62+ By +20 0. 
8. (i) z?*y*-5; (ii) 22 +y? - 47-7 6y- 1270 ; 
Gii) z? +y? 4c - 10y 1970 ; 
liv) z2 +y? +60 + 4y-18=0. 4. (a) a? +y?’ - 107-0; 


(8) c? +y? +2ge+2fy=0. 5. 2" ty? - 14y 1270. 
6. (i) (0, 0), 4; (ii) (0,0), „3; 

(iii) (5,0), 8 ; (iv) (0,-4), 6 ; 

(у) (5, 6), 7 ; (vi) 8,7 7 5; 

75572 

(vii) (-8, 9, 1; (viii) (- 3-5) ED 
7. (i) e? +y? 52 — 5y 70. (ii) æ? +y? -9c-3y - 0. 

(iii) w? +y? = 62- 20+5=0. 8. x? 4 y? -4a-6yt 1170. 
`9. 15 419% 1 10. cem : (1,-1), (3, 1), 
(4, 9); ব্যাসার্ধ £ 8, 4,5; z-y72. 12. æ? +y? _ Qu t 4y - 207 0. 
13. s? +y? - 4c by = 0. 14. (а) 2% +y? 736 ; 

(b) 22 +y’ 79. 15. z? +y? - 22 - 2y t 170. 


16. n(c?- y* - a?) = (m* +n" – ay. 17. z? + y? - 22 29y- 870. 


18. 2° + y! — 4z + 2y = 60. 
19. xf чет 4, B ও 0 দ্বারা যথাক্রমে স্থচিত হয়, তাহা হইলে AB, 


BO, CA সরল রেখাত্রয়ের সমীকরণ যথাক্রমে 
z-2y*270, у=0,2+0=1; g? +у?= 2+0. 


20, (a) 2% +y? - 5z- 30=0; ( বৃত্তের বাহিরে | 


১৬ 


21. 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
v" y* – 172 —19y +50=0, 22. z? t y* + 6у-16= 0. 


28. (a) z**y*-6z8y495-0; (0) বৃত্তের বাহিরে I 


24. (a) 9(z^ + y?) +192-6у+4=0; (b) А পরিধির উপর । 
26, Š 249 (02 + f* 0). 
প্রশ্নমাল। 2 

1. (0, 3), (8, 0). 8. (5, 2); (= 2; Bh: 

8. (i) 6/2 ; (ü) „/9. 4. 7, 18. 

5. 9 /g*—c, 9 /fš— c. 8..(— 8, 1). 

9. (2, 2 8). 11. (7, 3), (2, 8). 
H3, - 1X 43. (52. A841). 

14. 34,8; (5, — 8, (1, - 9). 15. 2(1+ JJ/13m3). 
16. (i) г%+у° –162-16у+64=0, (ü) а*+у°-9х-9у+1=0. 


(iii) z? + y* + 62 — 10y- 25 =0. 
(iv) 2? +y° 1025 26y+25=0. (у) m? +y? - 40-9 +4=0, 


17. 6০455 — 102+ 30y + 49 — 0. 18. (i) z— 9y + 10 = 0. 
(ii) 8®+8у+15=0. 19. +т-д0у=15., 

20. (i) 3r- y 0. (ii) zy - 120. 

21. (i) 4z--3y + 25 — 0. (ii) 32+ 4y + 25 =0. 

22. 82+ 4у+15 = 0. 23. 42+3у+19= 0, 42+ 8y - 31=0, 

24. z-2y 570. 25. 7z--2y 88, Te + 2y 90-0. 

26. (i) 8e-4y=16. (ü) 2+9=0. 27. (i) 1. (ii) 4. 

29. 2r- 3y-- 18 — 0. 30. 12y + 52+ 65. 

81. 2+2y=0, 92 y =0. 92. J3ày-zt10. © 84. (—2, 3), 

85. (11, - 6). 86. a*(r* y?) -1. 

97. z* «y* - T(2- Jæ + у) + 3$(3- 2.72) - 0, 


উত্তরমাল! ১৭ 


প্রশ্মমাল। ৪ 
1. (i) 8, (2, 0), 2+2=0. (1) 12, (- 8, 0), 2-3=0. 
(iii) 20, (0, 5), y+ 5=0. (iv) 16, (0, — 4), y-4=0. 


(у) 10, (0, —24), 2y-5=0. (vi) Z, (55, 0), 202+ 7=0. 
G) উপর; (ii) ভিতর; (1) ভিতর; (іу) ভিতর ; 
(у) ভিতর; (vi) বাহির। 


. (i) y2=2a; (ii) 8a? +4y=0. 


3. (i) y2=16z ; (ii) y? = - 8a; (iii) 2% =3у; (iv) z^ + 20y=0. 


* (i) 2-470; (ii) z=2; (iii) 4y +8 =0 ; (iv) y=5. 


4. (i) y? -16(- 4); (i) y? = — 16(x +4). 
5. (i) y? 2102 +25 ; নিয়ামক : z+5=0; 

(ii) y3- 10 — 95 ; নিয়ামক £ ৫৯০. 
6. (i) w2=6y +9 ; নিয়ামক : y 370; 

(ii) 2? +6y=9 ; নিয়ামক ১ /-9. 

7. 2৭19, 8. f, (z, 0). 9. == 5, (5, 10)(5, — 10). 
10. G) y2=160 ; নাভি £ (4,0); (ü) v? = -16%; নাভি : (74,0). 
11. ()22216y;2f9: (0,2; Gi) 2*= – бу; নাভি £ (0, – 2). 
12. (i) 4, (4,0, 272 ; (1) 8, (- 3, 0), 771; 

(iii) 9,(-1,0,2*2-0; (іу) 4, (5,0, 2a-5=0; 
(v) 1, (0, 2), 4y - 5 = 0. (vi) 9, (0,3, 972; 
(vii) 4 (42,2722; . (viii) 8, (— 4, – 3), 270. 
18. (-2, -3,(-8, -8,22*5-0. 14. (a) (1, 9), (0, 9), 4; 
0 (2 e (ла 9a ^ ae : Lae 
15. z?-2rzy* y" * 22 - бу+8=0. 
16; 425 + y%+4ay + 142 18y + 56 7 0. 
s. 18. 0.9. 19. (LS of 


১৮ স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 

20. (i) (8, 4), 2, – 9); (ii) (9, 3), (4, 2); 
(ii) @, – 3), (– 4, -12; (iv) Gr, 8. (8, - 2). 

21. $, (4, 0), ছেদবিন্দুদ্ধয় : (0, 0), (3, 2). 


22. (i) (8, 4); Gi) (65,3; (iii) G, 3); 

(iv) (4ab, 2); 00 (S-a 20) i দে) (ame, – зат) 
23. 3. 24.6. 25.() 12; (ü) 20. 
26. m= -#,0= -5. 21. 4y-90z1; (ss, P. 
28. y=30 2. 29. (i) e+ 8y+9=0, 3z- y 33. 


(i) ety=3, y 279. (iii) স্পর্শক ; 4/- 449, 
40+4у+9=0; ATTI: 40-4у= 97 ; 40+ Ay গা, 


80. z*y-73a, п-у= За. 81. 4 /3y- 192 * b; (5 mile 
32. (&, -5). 33. y 7 4m+ 2, 3y = 2% + 36. 

84. +9 ৯0. 36. aty+1=0. 

_ 97. 5у=82- 95у – 64. 89. 4(e-y)=15. 

40. у+922+1=0, (4, -2); 2y=%+8, (8, 8). 41. 5y=at5. 


প্রশ্নমাল। 4 
i. wre ченә) নাভিলম্ব ст নাভি নিয়ামকন্ধয় 
( 8,6; ЛА; 912; . (0,0); (+ 37,0); ০2210৭11177 
(ü) 20,12; 4/5; 86/5; (0,0; (+8, 0); m= +054; 
(iii) 10,6; 4/5; 18/5; (0,0); (+4,0); m= +9504; 
(iv) 949, 1/425; 49; (0,0); (+1, 0) ; r= +9. 


(s) J2, 9148) 1149 ; 2/2/38; (0,0); (+1/ 6,0); z= + 6/2. 

(vi) 6,4; J5/3; 8/3; (0,0); (0+ VB); y= +9 JB/5, 

(vii) 44019, 45 1/ V3 ; 8/8; (0,0); (0, +2/,/8); у=+2,/9; 

(viii) 9,449; 1/2; 6; (4, 0) ; (6,0), (2,0); z=19,z+4=0;- 

(ix) 2:49, 2 49 5119 5 4/ 8; (1,0); (2, 0), (0,0); z=4,z+9=0; 

(х) 20, 12; 4/5; 90/5; 44, –9); (19, O9), ৮9812, 22+17=0, 
(7-4, -3) 


উত্তরমালা ১৯ 


2. 26. 8. 10, 4. 42° +9% - 9. 
5. (i) 2*/25-9*/1671 ; Gi) 32° + 5y* =32 ; 
(iii) z*/54- y?/4—1; (iv) @®/64+y?/28=1, 
6. a=1/5, o 4/5. 7. 25149405125 =1, 9 /6/7, (+9 /6, 0). 
8. 3? + бу? = 89. 9. 0554/9, b=4 A8. 
10. 302,242. | 11. 1/3. 19. (а) 1/42; (b) J3/9. 
18. (i) a?/26--y?/24—1 ; (1) 4s?/814- 4y*/45 - 1; 
(iii) z?/9  y?/8 — 1. 14. 20x? + 4y? = 5, 


15. (i) Tæ? + 9zy + Ty? + 102 — 10y- 7-0 ; 
(ii) 25(z? + y?) + 22у — 130(z + y) + 169 = 0. 
প্রশ্নমালা 5 
1. (i) (8, 1), (2, 2) ; /2; (ii) (5, 0), (0,4); 41; 
(iii) 1, 4), (—6, 1) ; J/58. 
. G) (—9/5, 8/5); (i) (8, 16/5); (1) (— 12/5, 7/5). 
. (= 430/10, 30/15). 14. m= +8, (—1, 2), (1, 4). 
a=5, b= 4. 6.(a) z=4; (b) у=4;_ (с) 2৮78 19, 
. (i) AF: 8৮-4- ৭, অভিলম্ব £ 72+91/-37 
(i) ম্পর্শক £ 64+ 5у= 17, অভিলম্ব £ 5z— 6 = 47 
(4) স্পর্শক £ 5e- 6» 97, অভিলম্ব £ 6z + 5у = 8. 
8. (i) y=4a+7, (7 19/7, 1/7), (19/7, — 1/7); 
(ii) 4y 732 + 12, (— 8/8, 1), 4/-8%- 19, (8/8, – 1). 
9. (i) бу= 52+14; (ii) 5у=32+16. 
10. y= J3+ /33. 11. 92- 3у+12=0, 142+ 3у= 60. 
12. п+4у=0. 18. т=у. 14. т=у. 18. у= 9৫, 2+4у=0. 


NA ow p 


2 2 
y+80=0,4y-c=0. 19. [Read for the ellipse — +! =1]; 


6° 8 
প্রদত্ত শর্ত সিদ্ধ করে এরূপ একজোড়া বাস্তব অনুবন্ধী ব্যাসের অস্তিত্ব নাই। 
20. 32-2y=8. 21. 9z- áy = 31. 
še 55.59 25. +2, 458 


২০ 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতি 
eren 6 


2 3 
пру 90209, (ii) -4/5-4 (И) 402 - 5у2=11; 


9 925 š 
2 2 2 ° 
d з Груз ут Е. (ay 7957 
(iv) æ? - 8у%= 64; (у) 167 9 1; (vi) > gli 


wi) -Wor (wit) E-i (0) 28-081. 
. উৎকেন্দ্রতা নাভিলম্ব নাভি নিয়ামক 
G) ২/5/2 9 (+9,/5,0) 2=+8//5; 
(ii) 3/2 5 (+3, 0) ৮৮২8 
(iii) 6/5 92/5 (+6, 0) a= +38, 
. () 16; (i) 197 (iii) 5/4 ; Gv) G, -2); 


(у) (11, -2,(79, -2; (уй) 92-87, 5 +27=0. 


« =4,b=2/38. 5. 4-1; (i) 4; Gi) 4, 4/./5. Gii) 480. 
. 202% — 169? = 5. 25 49, 31); (7358) 510-3; 2). 

‚ 970° + 55у° — 962 — 62+ 8y = 200. 

.()(-6, —2); (ü) (54,20. 10. +4. 11. 2-3, b= 4/7. 
.() স্পর্শক £ ৮+2/-,  অভিলম্ব £ 9л-у=13. 


Gü) ম্পর্শক £ ৪-%+4-০, অভিলম্ব £ at+y4+7=0. 


13. (a) 9y=5z+19; (b) 2/-7 8235৭. © %-% /3+4. 
16. 


9у = 3920. 17. 4z-3y-11. 18. (i) 3у= +92; (i) у= +z. 
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T8 79 
68 99 
78 99 
98 ш 
28 89 


88 69 
06 09 
66 69 
96 69 
86 99 


TOT 19 
FOT 69 
LOT BL 
ITA 
OTT LL 


76 
ss 
98 
Lg 
6৪ 


00000.0T 27266. 96766. 
78786. 16686. 82626. 
99696. 6196. 69496. 
7796. 06196. 9860, 
916$6.6 19986-6 90786.6 


18606. 66166. 99870, 
18806. 9106. 0806. 
T8668. 02068. 6998. 
TILLS. 87728... 98128. 
95198.6 O9898-6 76998.6 


669798. 79078. 78668. 
66868. 96968. 59668. 
59518. 66086. 16908. 
61961. 6661. 970০6 
AL8LL.6 T6GLL.6 606.6 


PPTOL. TOBOL. 8869). 
91991. LLOPL. LLLEL 
19961. . 89661. 996712. 
LTLOL. POPOL. 68002. 
81889.6 £Ł6789.6 FLTS9.6 


19899. 25899. 70699. 
89879. 21879. 2419. 
969. Е6РС9. 61069. 
T7909. 91609. 60669. 
81789.6 68089-6 8S9L9.6 


57666. 68686. 2/6286. 
S6LL6. 62726. 616/6. 
20596... 59696. 86986. 
T8976. 967706. 116. 
09766.6 T6860.6 869©6.6 


OT9T6. 66616. 66016. 
19006. 10868. 7969. 
86788. 95098. T1618. 
16698. 98998. ©6698. 
2088.6 6098.6 16278.6 


6712168. CPEs. TALTES. 
812058. 60818. 85418. 
61708. 0109. 09864. 
68191. 87782. 89191, 
GIOLL.6 95л9л.6 9679/.6 


9591. 6967). ELOPL. 
91981. 676. 6/80). 
SPOTL. 68814. 860072. 
TLL69. 29769. 88169. 
098/9.6 7919.6 96119.6 


02859. ©6669. 1/6189. 
08689. 78769. 28769. 
60119. #9819. FOOTY. 
07669. 89769. T6189. 
TLGLS.6 8899.6 86799.6 


78766. 
99696. 
26. 
91666. 
18866.6 


16806. 
18668. 
TILLS. 
96198. 
€66$9.6 


66868. 
69518. 
62—62. 
11911. 
T7191.6 


2181, 
19661. 
LTLOL. 
81889. 
19899.6 


80879. 
98189. 
79099, 
817889. 
10199.6 


LOGARITHMIC TANGENTS AND COTANGENTS 


XVI 


866 096 866 SGT EJT 
785 896 IGG 061 8ST 
LLG 96 916 981 FST 


TLG ТРО TIG 
995 966 906 


09% TE% COZ 
896 105 861 
TSG 866 961 
LPG 026 661 
PPG LIG OST 


TFS FIG 881 
886 GIG GST 
986 606 681 
T66 806 GST 
5৪৮ 906 OST 


085 0% GLI 
666 FOG SLT 
866 E06 LLT 
866 TOG ЫТ 


IST IST 
ыл LT 


GLI FHT 
OLT CFT 
LOT 687 
сөт LET 
591 9ST 


O9T FET 
BGT ZET 
LST ISI 
9ST OST 
GGT 68T 


FST SGT 
SST LOT 
GST LUI 
бот Let 


866 006 LLT GST LET 


০০৫ | estee. FOSZE. 9/1756. 0৫756, OZSTS. SOCIS. 9110. 
996 | сетте. 09806. 67006. 96808, 11665. 96065. 8৪5৪৮, 
об | 88660. 61685. 19985. 69986. 61096. SELLE. GEFLE. 
588 15576. SEILG. 96895. T6996. 86595. 856৫৮, 90957. 
066. |9c99:.01 LEESZ.OT 16086.01 981LFG.0I SFFFE.OT SFIFT.OT 92998.01 


99880. 09066. 9/1665. 08656. 16955. GOFST. 5155. 
86186. 25815. 59515. 89515. 98605. SOLO. ТЕБ. 
TGFOS. OFTOG. 09861. 18661. 60561. 96067, 8৮57. 
SPLSI.  CLTSI. 261891. 66/1. SPOLT. FLELT. TOTLI. 
TOLLT.OT 6889T.O0T 89891.01 /SC9T.0I 9109Т.ОТ IFLGT.OT LLFGT.OT 


LLPGT. 606017. - TFGFI. ЄЛӘРТ. SOFFIT.  OFITT. FSET. 
PLOST, 609517. ৮88 61061.  GISGI. ©0061. 69৮৮. 
685661. 9606, 9,  tOGIT. ТП. 08601. 6140, 
GTLOT. 0907, 66101. 68660. 08960. 66৮90, ©9160. 
89160.0T 20680.0 27980.07 06880.01 EETSO.0T CLSLO.OT 61920.01 


61940. 598/0. 9070. 09890. #6890. 68890. #9090. 


78090. 66890. FLECO. 61690. 9020.  OISTO. 9০90. 
99970. 506790.  STOTO. 96480, 7990, 8880. T9060. 
8080... 1850. 85620. 258০0. 98080. 69110. JISTO. 
QTSTO.OT 59010.01 ТТОТО.0Т 89100.01 SOSOO.OT 6800.01 00000.01 


68 jb 


вәоцәләрї(т 


9 8 


509 0? 08 05 at 0 


SINHDNVIL OINHLIHV20T 


TABLE VI] LOGARITHMIO TANGENTS AND COTANGENTS XVII 


SLN39NVIOO OIWHIDIVD50T 


6 82 b 9,9 HF $8 BW 0 06 or as 509 


cod 
1X» bubak 15 Lebe ejje 
оо L6989.61 75965.61 71690.51 GTTEO-IT LELES-IT SOSGL.I 
№ bbb Ak el» Eaa টা 80894.IT ®1169.ТТ 11869.11 66199.11 9৫০. SLFGP-IT 69৫. 
£69ক.ঢা BIGGF-IL 16688.11 16688.11 FSTSS-IT LTCOG.II O9080.T 
09085.ТТ 80265.11 91786. 19615.11 90661.11 06621.11 9991.1 
98S9T.II 5987. 27051.11 GOTOT.II 91880.11 79010.11 9080.1 


90890.II SLEFO.TT L86Z0.TT ZPOTO.TT 88000.11 01066. 88816. 
88916. 66996. 61796, FEST. 6৪6. ৮৮766. 98076. 
618 681 99 999 SSF T6E 868 961 86 98016. $9006. F068. L9088. 16018. 9795. 0569৪, 
GLL 569 909 GTG SEF ӨРЕ 098 ELT LS 05596. 51678. 8৪৪৪. 09558. FE9TS. FESOs. 65008. 
869 769 EFS 99? 888 OTE 665 CET BL [68008.07 81262.01 BZFSA.OT 669.01 01892.01 61192.01 S9BEL.0 


889 799 FEF OGP FOE 68G GIG TPI TL S9ESL. БӘТ». FIGEL. ©0665. FOSTA. FISTL. ЕТТІ. 
589 819 697 888 GGG 60б TOT GET 29 98111. 290. 0969. T0169. TISS9. 818219. 69029. 
865 SLP GTF 69€ 666 666 GLT OST 09 82619. 28999. 96099. PEPSI. 06899. ৪9, 79969. 
009 сўў 688 FES 816 066 LOT TTT 9৫ 79989. 16089. 8969. 99679. ТЇРЇЎ. $9809. 85609, 
69» LIP 998 618 19б 805 9ST TOI ZS 86809.0T 88269.01 89669.01 y8L8S.OT 91089.01 608.01 9612.0 


GPP TGS GFE 765 GPG 961 LAT 86 6? $6129. 66999, POTG. 7099. GITAS. 65170. 0৫৮৫, 
SIP ILE GE 816 565 IST GET 66 9? 0৫09, OLLES. 90889. 07889. SLEGS. 066106. 997৫, 
968 GSE 808 795 055 YLT BET 88 99716. 91018. . 86109. 68967. 2৮6, 6589৮, 
SLE 986 765 GIG OIG S9I JT TS 05887. 8688৮. SFOLF. -OSTLF. ILOP. 80897. 
898 158 ISG 175 105 OST TET 08 80897.01 F6SGF.OT €8067.01 CSSFF.OT SSEFF.OT 86887.0' 


L$8 S08 016 TES SET কণা OTT LL GE] „06 |66867. GOCE. 6116®. СЛЕР. 59857. 19617. 5৪০7, 569 
68 966 696 666 QST STI IIT FL LE] „15 1557. VOZTF. 6890 OOFOF. IG00F. +5168. 65668. 599 
£58 986 185 FIZ GLT SFI LOT GL 98 | ০88 16968. 96698. 96986. BLESS. T6618. 19919. 784৪, „9 
TIS 116 GPG S06 SLT SET ТОТ 69 SS] 60 |91516.  €9896. 91998.  OLT9S. 95806. 88798.  BPISE. 599 
BOE 896 68б TOG SOT FET ТОТ LI 761 HOC [57188.01 GOSFE.OT S9FF8.0[ 08176.01 9688.07 EIFES.OT SETES.O „09 


. 89 


хї—Е.М 


